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der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Richtungen hin 
weiter auszubauen, ist mein stets durch das Vertrauen und Wohlwollen 


. zahlreicher Keraagonde Vertreter obiger Gebiete von Erfolg begleitetes es R 


Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, ‘dafs bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten des In- und Auslandes auch meine 
weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissenschaft 
und Schule jederzeit förderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge- 
diegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben GrRRetend, in 
meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen Bein: 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 


Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematischen, eg 


auf die von den Akademien der Wissenschaften zu München und Wien 


und der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen herausgegebene 


Enceyklopädie der Mathematischen -Wissenschaften aufmerksam, 
ie in 7 Bänden die Arithmetik und Algebra, die Analysis, die Geo- 








etrie, die Mechanik, die Physik, die Geodäsie und Geophysik und 
ie Astronomie behandelt und in einem Schlufsband historische, 


eneralregister zu obigen Bänden bringen wird. 
atischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica, das Archiv der 


hysik und die Zeitschrift für mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterricht. 
Seit 1868 veröffentliche ich in kurzen Da „Mit- 


teilungen der Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner“. Diese „Mit- 


hilosophische und didaktische Fragen besprechen, sowie ein 


. Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und ne ” 
issenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe- 


athematik und Physik, die Jahresberichte der Deutschen & 
athematiker-Vereinigung, die Zeitschrift für Mathematik und 


teilungen‘‘, welche unentgeltlich in 20000 Exemplaren sowohl im In- als 


auch im Auslande von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, welches 


meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter 


der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen des \ ee 
Teubnerschen Verlags in Kenntnis setzen und sind ebenso wie dsbis 
auf die Jüngstzeit fortgeführte jährlich zwei- bis dreimal neu gedruckte - 


Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem Gebiete der 


Mathematik, der technischen und Naturwissenschaften ‚nebst Ex | = : 
Grenngebleten, 95. Ausgabe [XXXVII u. 140 8. gr. 8], in allen Buch- Pe 


handlungen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter 
Kreuzband von mir unmittelbar an die Er übersandt. ; % 23 


Leirzie, Poststrafse 3. 
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Vorwort. 


Die Untersuchungen von Helmholtz über die „Principien 
der Statik monocyklischer Systeme“ und „die physikalische 
Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung“ haben mich 
dazu geführt, die in der Mechanik wägbarer Massen für die 
Kraft und deren Maass gegebene Definition zu verallge- 
meinern und auf Grund dieser Erweiterung die analytische 
Form der sich so ergebenden allgemeineren Principien der 
Mechanik aufzustellen, welche die bekannten Principien als 
specielle Fälle umfassen. Aber all’ die erweiterten mecha- 
nischen Principien will ich nur als mathematische Wahrheiten 
betrachtet wissen, die, wie mir scheint, die Sätze der Mechanik 
wägbarer Massen in ihrem Wesen und in ihrer Bedeutung 
ein wenig klarer hervortreten lassen, als wenn man dieselben 
unmittelbar von der Erfahrung ausgehend auf Grund der 
Newton’schen Gesetze ermittelt — ich halte mich jedoch 
grundsätzlich von der Erörterung der Frage fern, ob die all- 
gemeinere Behandlung der Sätze der Mechanik irgendwie ge- 
eignet ist, physikalische Vorgänge complicirterer Natur dar- 
zustellen, so wie es Helmholtz gelungen ist, physikalische 
Vorgänge zu beschreiben, indem er in dem Ausdrucke des 
kinetischen Potentials erster Ordnung eine Trennung der 
actuellen und potentiellen Energie nicht als gegeben voraus- 
setzte. Wesentlich aber war es für mich, bei der Ausdehnung 
des Begriffes des kinetischen Potentials die Erweiterung des 
von Helmholtz in die Mechanik wägbarer Massen eingeführten 
und von Hertz zur Grundlage seiner Mechanik gemachten 
Princips der „verborgenen Bewegung“ und der „unvollständigen 
Probleme“ zu untersuchen, und die Frage allgemein zu erörtern, 
wann ein mechanisches Problem für eine bestimmte Anzahl 
von Parametern und unter dem Einfluss von Kräften irgend 
welcher Ordnung sich auf ein Problem für eine grössere oder 


VI Vorwort. 


geringere Anzahl von Parametern unter der Einwirkung von 
Kräften niederer oder höherer Ordnung reduciren lässt, wonach 
unter anderem die Bewegung zweier nach dem Weber’schen Ge- 
setze sich bewegender Massenpunkte beschrieben werden konnte 
durch die Bewegung dreier Punkte, von denen zwei sich nach 
dem Newton’schen Gesetze anziehen, während der dritte mit 
den beiden in bestimmter Weise verbunden ist und nur durch 
seine Trägheit wirkt. 

Dass endlich die Laplace-Poisson’sche partielle Diffe- 
rentialgleichung auch in der Mechanik der Kräfte höherer 
Ordnung ihr Analogon hat, und, wie in der Theorie des ge- 
wöhnlichen Newton’schen Potentials, auch für das erweiterte 
Newton’sche Potential die verschiedensten Anwendungen findet 
bei der Behandlung von Bewegungsproblemen unter der Ein- 
wirkung von Kräften höherer Ordnung, schien mir nicht un- 
wesentlich bemerkt zu werden. 

Für die Erweiterung des Prineips der kleinsten Wirkung 
mit Beibehaltung des Energiegesetzes, und für die Aufstellung 
des allgemeinen Hamilton’schen totalen Differentialgleichungs- 
systems sowie der zugehörigen partiellen Differentialgleichung 
verweise ich auf die Arbeiten von 

Östrogradsky „Memoire sur les equations differentielles 

relatives au probleme des isoperimetres“, 
Mem. de l’acad. de St. Petersbourg, sc. math. et 
phys. tome IV, 1850 
und 


Jacobi „De aequationum differentialium isoperimetricarum 
transformationibus earumque reductione ad aequatio- 
nem differentialem partialem primi ordinis non li- 
nearem, 
Gesammelte Werke V, 
für die Behandlung des Prineips der kleinsten Action in der 
Mechanik wägbarer Massen kommen wesentlich die Arbeiten 
von 
A. Mayer „Die beiden allgemeinen Sätze der Variations- 
rechnung, welche den beiden Formen des Prineips 
der kleinsten Action in der Dynamik entsprechen“, 
Verhandl. d. königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu 
Leipzig 1886 
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und 
Helmholtz „Ueber die physikalische Bedeutung des 
Princips der kleinsten Action“, 
— „Zur Geschichte des Princips der kleinsten Action“, 
Wissenschaftliche Abhandlungen Bd. II 
in Betracht, an die sich noch die Arbeit von 
Rethy „Ueber das Princip der kleinsten Action“, 
Mathematische Annalen Bd. 48 
anschliesst, in welcher in Anlehnung an die eben erwähnten 
Arbeiten von Helmholtz die Gültigkeit des Actionsprincips 
ohne Zuhülfenahme des Satzes von der lebendigen Kraft er- 
wiesen wird; es ist endlich noch in dieser Beziehung auf die 
Arbeiten von 
Hölder „Die Prineipien von Hamilton und Mauper- 
tuis“, Nachr. d. königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu 
Göttingen, math.-phys. Cl. 1896 
und 
Voss „Ueber die Principe von Hamilton und Mauper- 
tuis“, Nachr. d. königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu 
Göttingen, math.-phys. Cl. 1900 
hinzuweisen. 

Von Arbeiten, die sich an meine ersten Veröffentlichungen 
über die Principien der Mechanik anschlossen, sind in Betreff 
der Existenzbeweise für das kinetische Potential hervorzuheben 
von 

A. Mayer „Die Existenzbedingungen eines kinetischen 

Potentials“, 
Ber. d. königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Leipzig 
1896, 
A. Hirsch „Ueber eine charakteristische Eigenschaft der 
Differentialgleichungen der Variationsrechnung“, 
Mathematische Annalen Bd. 49, 
K. Boehm „Die Existenzbedingungen eines kinetischen 
Potentials höherer Ordnung“, 
Journal für Mathematik Bd. 121. 


Heidelberg im November 1900. 
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Mech ein und dieselbe Function M von t Div: Du und 
deren Ableitungen bis zur »t®a Ordnung hin in der ‘Form 
darstellbar sind 


oeM domM ‚„d 0M 
Ri 1 
op, dt Op, RER at’ opt 


Anwendung dieser Sätze auf den analytischen Ausdruck der 
Kraft »‘e Ordnung, wenn dieser, der Mechanik wägbarer 
Massen entsprechend, von den Coordinaten und den Ab- 
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Bei der Verallgemeinerung der bekannten Principien der 
Mechanik wird man von der Gültigkeit der Newton’schen 
Gesetze absehen müssen, wonach 

1) jeder Körper in seinem Zustande der Ruhe oder der 
gradlinig gleichförmigen Bewegung so lange verharrt, als er 
nicht durch Anwendung äusserer Kräfte zu einer Aenderung 
seines Zustandes gezwungen wird (Gesetz der Trägheit), und 

2) die Aenderung der Bewegung eines Körpers in gradem 
Verhältniss zu der auf ihn einwirkenden Kraft steht und in 
deren Richtung stattfindet, woraus sich als Maass der Kraft 
das Product aus der Masse und Beschleunigung ergiebt; 
| doch wird der Gesichtspunkt festzuhalten sein, dass die 
durch Zugrundelegung der Newton’schen Gesetze eintretende 
Specialisirung dieser allgemeinen Principien auf die bekannten 
Sätze der Mechanik wägbarer Massen führen soll. 


Sal 
Das erweiterte d’Alembert’sche Prineip. 


Bewegt sich ein Punkt auf einer graden Linie, deren 
Strecken von einem festen Anfangspunkte aus gezählt mit s 
bezeichnet werden mögen, und sei 8 eine bestimmte Funetion 
der Bewegung, deren Eigenschaften nachher angegeben werden, 
und die aus später ersichtlichen Gründen Kraft genannt werden 
soll, so möge bei der Verrückung des Punktes um die Strecke 
ds die durch die Bewegung oder durch die Kraft nach dieser 
Richtung geleistete Arbeit durch das Product 


Sds 


Koenigsberger, Principien d. Mechanik, 
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definirt werden, wobei über das Maass der durch die Bewegung 
definirten Kraft zunächst nichts weiter vorausgesetzt wird; legen 
wir nun ein festes Coordinatensystem zu Grunde und bezeichnen 
unter Voraussetzung der Zerlegbarkeit der Kräfte die nach den 
drei Axen gerichteten Componenten derselben mit X, Y, Z 
und die dem ds entsprechenden unendlich kleinen Wegstrecken 
mit dx, dy, dz, so wird die geleistete Arbeit auch durch 


Xdx + Yay-+ Zdz 


dargestellt werden können. 

Bewegt sich nunmehr ein beliebiges System von n Punkten, 
so soll, wenn wir die auf den '* Punkt wirkenden, nach den 
Coordinatenaxen gerichteten Kräfte mit X,, Y;, Z; bezeichnen, 
die Gesammtarbeit des Systems durch die Summe 


N 


IN (Xd; + Yıdyı + Zıda,) 


1 


definirt werden, wenn man die gleichzeitigen Veränderungen 
der Coordinaten der Punkte mit d,, dy;, dz; bezeichnet. 
Unterwerfen wir das System beliebigen Zwangsbedingungen, 
so dass die Bewegung desselben eine andere wird, so werden 
auch die Kräfte, welche auf die einzelnen Punkte des Systems 
nach den Coordinatenrichtungen wirken müssen, um die nun- 
mehr stattfindende Bewegung zu veranlassen, von den früheren 
verschiedene sein, und die von dem Systeme ausgeübte Ge- 
sammtarbeit durch 


D°(Xrazı + Yidy + Zide) 
1 


dargestellt werden, worin auch die d«&;, dy;, dz; im Allgemeinen 
andere sein können als früher. 

Wir stellen nun als erweitertes d’Alembert’sches Prineip 
für dıe allgemeine Mechanik die Forderung auf, 


dass die Gesammtarbeit, welche das den neuen Zwangs- 
bedingungen unterworfene System leistet, gleich ist der Gesammt- 
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arbeit des ursprünglichen Systems für dieselben Verrückungen, 
und zwar für alle diejenigen, welche die Punkte des den 
neuen beschränkungen unterworfenen 8%, ystems überhaupt erleiden 
können, 


so dass dieses Princip, wenn alle möglichen oder virtuellen 
Verschiebungen der Coordinaten mit dx;, Öy;, 02; bezeichnet 
werden, durch die Gleichung dargestellt ist 


(1) >: 80 + Yöyc+ 2/82) 
1 


= N (6; + Yöy; + Z,02.). 
1 


Sind nun die neuen Zwangszustände dadurch charakterisirt, 
dass die &;, Y%;, 2; von u von einander unabhängigen Grössen 
Pı> Pay ---» Pu abhängig gemacht sind, so wird für s=1,2,..., u 
eine virtuelle Bewegung unter anderen durch 


I == =lp aid — ld — 0 


dargestellt sein, während 6», beliebig bleibt, und es werden 
somit aus (1) die Beziehungen folgen 


a It +2) 


-31(&; a A ) a) 


Nennt man nun die von einander unabhängigen Grössen »,, 
Pg,---,Pu die freien Coordinaten des Problems, so wird man 
von einer Kraft P, reden können, welche in der Richtung der 
Coordinate p, einwirken muss, damit die Bewegung des Systems 
in der angenommenen Weise vor sich geht, und es wäre in 
diesem Sinne die Gesammtarbeit des durch die neuen Zwangs- 
bedingungen beschränkten Systems, da alle öp mit Aus- 
nahme von dp, Null sind, durch den Ausdruck 


P,öp, 
1* 


4 Ausdruck für das Maass der Kraft. 


definirt, so dass sich vermöge (2) das erweiterte d’Alembert- 
sche Prineip auch in die Form setzen lässt 


yd 02, 
(3) TER - I Ars en +2) (s=1,2,...,u), 


und wenn wir als Projection der in der Richtung der Coordi- 
natenaxen wirkenden Kräfte X,;, Y;, Z, auf die Richtung der 
0x, 09, DR, 

dp,’ Op,’ 09, © 
bildeten Producte bezeichnen, auch so gedeutet werden kann, 


Coordinate p, die aus diesen Grössen mit 


dass während der Dauer der Bewegung die auf die Coordi- 
nate p, wirkende Kraft gleich ist der Summe der Projectionen 
aller auf die Punkte des ursprünglichen Systems wirkenden Kräfte 
nach der Richtung von p; genommen. 


82. 
Analytischer Ausdruck für das Maass ie Kraft. 


Um einen Ausdruck für das Maass der Kraft zu gewinnen, 
wird es nöthig sein, der nach den obigen Auseinander- 
setzungen unter der Annahme der Zerlegbarkeit der Kräfte 
gültigen Beziehung 


‚0%; ‚02; 
(1) F; - >, Note +2) 


in der allgemeinsten Weise zu genügen und zwar so, dass das 
Maass der nach den Coordinatenaxen gerichteten Kräfte nur 
von der entsprechenden Coordinate und den nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen derselben abhängt; wir müssen jedoch 
zur Behandlung dieser Aufgabe zunächst einige Bemerkungen 
vorausschicken, die auch später vielfach zur Anwendung 
kommen werden. 





Hülfsatz 1. Seien p,, Ps, - - -, Pu von der Zeit t abhängige 
Grössen, und 


(v) ‚ () () 
R=ftt, 21,.P1,..-, Di » P2, P2,---,P2 ++, Pu» Puy ch 
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worin v die höchste Ordnung der nach t genommenen Ableitungen 
aller p darstellt, so folgt aus 


a ’ 
worin R® die nach t genommene o*® Ableitung bedeutet, weil 


(0) oR® , OR OR) ı 
Be Si [22° On Ta AT or ont | 


und 





kt 
p 9 
öR_ S >} OR dp 
di? ae = Fe 2 


a po OR 5 @ & 
4 550° te ap ® p; ann ch + op +0! 


ist, durch Gleichsetzen der Coefficienten der entsprechenden Varia- 


bonen 
RO de —1 AR 
(2) op ee ee BO ar dee—! a 


de? d“ OR 
u ee 19 ee) 2% a vr 3 («==1,2,...,0) 


und 


3 3.R9 %7 d? öR hi Fe RZ RR 
Dre ar Be en 
—2 
+02 ee ar + ee (Ol u 


Hängt R nur von t, Pi,:---,Pu und nicht von deren Ab- 
leitungen ab, so folgt aus (2) für =o und für =o0— 6, 
wenn 6 <o ist, 

oORO Aa or o.R® BRBOR 


.—— ; un — 9 ——— ao 
09 dw Op, N ae=e üp’ 








und aus diesen beiden Gleichungen, wenn die letztere 6 mal 
nach £ differentiirt wird, die häufig zur Anwendung kommende 
Beziehung 

d’ 9. R®) 6 RW 
(4) 110 0) vo op, 
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Hängt R ausser von £, 9%, :*, 2u noch von den ersten 
Ableitungen dieser Grössen ab, so liefert (2) fr <=, 
»=o—1l und «=0o-—6 die Beziehungen 











omM don’ om wor, 
OP, die 0p,’ op, dit op; et op,’ 
RO dal oR N? 


ale TI aueh de, N ae are 


und hieraus folgt wieder die Relation 
d° 9. R® 2. RO d 2 R® 
() FIAT (00 201100 DE 2p + 0 — ı dt 2m ’ 


während sich aus den beiden ersten und der aus (3) für 1 


folgenden Gleichung 


3. RO _0OR 
one +) 2 
die Beziehung 
(6) de: oO. RN o.R® ii d 6 R® 
a are 


ergiebt, und ähnliche Formeln, welche, wenn R auch die 
2, 3, ,.., «e" Ableitungen der p enthält, linear homogen 





d° OR® oOR® Aaoar® de a R® 

— —— durch ——, =, 

dt? op op,’ dt OP dt op" 
ausdrücken. 


Um endlich noch die Beziehungen zwischen den nach # 
genommenen partiellen und totalen Ableitungen der von 4, 
von 2, --.,Pu und deren Ableitungen bis zur v'®” Ordnung 
abhängigen Function R festzustellen, bemerke man, dass aus 


u 

dR OR OR v 

Teer, ur ‚mt +3 OEL 
1 


sıch 





odR ÄREIE 
dt Zar nit Day et De Orr Bis 
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ergiebt, und wegen 





mu 
ap d®R ®R 
Be ge + Dgre, Dit yganiPp it + Dtdpl 
1 


die Gleichung 
(7) 


folgt, und hieraus allgemein 


dR_ 
t dt 


Sc 


0 AR 





ol +1) 


d 
dt 


RR 


dMR 





oder wenn R durch R, R’,... 


0% d"R 





9) FRE TE 


Hülfsatz2. Sind R,,R,,... 
und sei V eine von t, R, Rı,-- -; 


di g#’ 


ersetzt wird, 


dd 
Funetionen von t, P1,Pg3-: Pu, 
nl Tr He. 


abhängige Funchon, so ist nach den Principien der Variations- 
rechnung unter der Annahme, dass die Variationen von 9,,P3,---Pu 


sowie deren Ableitungen bis zur v„ —1,,—1,.. 


hin für = t, und t=1, verschwinden, 


t, 
Ef VG, Ru, Ru)... 


eV d oV . 


FE De DNA en 
== = ee | ’« 








„© Ordnung 
Kan Are NL 
m 
Jana 





OR, 
(+ kan)a: 


da aber ferner, wenn die grösste der Zahlen v,,v,,... 


bezeichnet wird, 


mit v 
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h 
4 f VERGRG SR RB E 


d eat d 0oV 
[2 et pe 


ist, so folgt durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke die 
Beziehung 








oV d oV d’ 0V 
RN, en 
(10) Do dt op, are gar ( ) dr op" 
oV Deo 5 oV \0oR, 
== RER a re et a@ BR. 
PIE. 
welche fr „= 1, =-'' —=v die Grundlage aller weiteren 


Betrachtungen bilden wird. 


Zunächst wird dieser zweite Hülfsatz schon sehr all- 
gemeine Auflösungen der Gleichung 4) zu finden gestatten. 
Seı nämlich 

TEIL, LEERE EL. 


worin v eine beliebige positive ganze Zahl ist, eine willkürliche 
Function ihrer Argumente, und setzt man 


T => ON) au Tu,(t, Y, Vor 
ı 1 


N 
> 1 (120, 00 
1 


bezeichnet ferner, wenn durch Einführung beliebiger Zwangs- 
bedingungen die rechtwinkligen Coordinaten durch die u freien 
Coordinaten P,, Ps, - - -; Pu ausgedrückt werden, den resul- 
tirenden Werth von 7 mit (7), so wird vermöge (10) die 
Beziehung bestehen 
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ran ..,, ya 2an 
op, pr op, Hl) dt’ op” 

ST SIE LaeT, EOS 0R 
== le dr >77, 


I RAR DL BENCY 
a agb) ge n)> 


























( 

a | ) 
a ee 

\ ) 





a ACHERN 
Ar EN N re ne 4 
Sr ( 02 2; tar 02; EN 1) -) Ih 


und es wird somit eine der Auflösungen der Gleichung (1) als 
Maass der Kraft, welche ein sich in der X-Axe bewegender 
Punkt in dem oben bezeichneten Sinne ausübt, den Ausdruck 


I EL A REN CR: 
EEE u Te Due 
ergeben, worin v eine beliebige positive ganze Zahl und T eine 
wülkürliche Function von t,%,&0,%,...,29 ist. 

In der Mechanik wägbarer Massen, für welche v—=1 ist, 
würde zunächst als Maass der Kraft 








d oT 
er -% + dt 0X 
folgen. 


Um aber alle Auflösungen der Gleichung (d) zu finden, 
mag die Frage gleich etwas allgemeiner, so wie wir sie später 
für die Behandlung des kinetischen Potentials brauchen werden, 
in der Form gestellt werden, 

welches ist für eine beliebig gegebene Function 


, H ‚ y 
N EN ERNEMERERLE RHEIE AA) 
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worin 7,,79,-..,7% beliebige von einer Variabeln ? abhängige 
Grössen, und r®,r@,...,r(® die nach t genommenen «'® Ab- 
leitungen dieser Grössen bedeuten, die allgemeinste Gestalt 
der aus den partiellen Differentialquotienten 
nn ee ” dr”) 

und deren nach 2 genommenen totalen Ableitungen irgend 
welcher Ordnung zusammengesetzte Function f, welche die 
Eigenschaft besitzt, dass, wenn r,,7,,...,r, in willkürlicher 
Weise von u von einander unabhängigen Grössen 9, , Ps, ---> Pu 
abhängig gemacht werden, worin die Variable £ nicht explicite 
eintritt, und die durch Substitution dieser Werthe in 7 resul- 
tirende Function von 9,,...,9u mit (7) bezeichnet wird, die- 
selbe Function f gebildet aus 


an Kam. ac) 


ER re) 


und den nach t genommenen totalen Differentialquotienten 
dieser Grössen gleich ist der Summe der Producte der f- 








0 
Function für die Variabeln r, multiplieirt mit ne oder dass 
der Gleichung genügt wird 
(12) DI ETOLZI HOT DE N 
OPERA OP NORD 709,’ dan 00 








$ 
h a. 0T a NOT N AO 
-3 on dt OR EIN WE 1. Or rd Or 








für jede Wahl der Function 7 und jede Beziehung der r 
zu den p? 

Wir wollen hier, wie im Folgenden häufig De Beweise 
der Hülfssätze, wenn das Prineip des Beweises genau dasselbe 
bleibt, der Kürze halber für v» einen bestimmten Werth an- 


Ausdruck für das Maass der Kraft. 11 


nehmen, der aber immer grösser als 1 sein soll, um nicht in 
der Mechanik wägbarer Massen zu bleiben, und es wird für 
die Beantwortung der eben aufgeworfenen Frage genügen, 
vorauszusetzen, dass die Ableitungen der Grössen r nur die 
zweite Ordnung erreichen. 

Da die Beziehung (12) für jede Abhängigkeit der r und 
p stattfinden soll, so wird sie auch gelten müssen, wenn r, 
als willkürliche Function von p, gewählt wird, fener u=x 
und n=P,''', Yu Pu gesetzt werden, so dass, wenn 
s—=1 genommen und r,, p, mit r und p bezeichnet werden, 


die Gleichung 
6 do oT) do 6 do 
(13) f( (7) En OLE) Deo) (7) ) 








Or’ dato’ ’op’ dtp?’ ’op’’ dtöp”’ 
aan or on wor ıaor N) 
ilere dtor 2 7 or? dtor? 207’ dtor'’ ) op 

befriedigt werden soll für jede Wahl von 7 und jede Be- 
ziehung zwischen r und p. Die letztere Forderung bedingt 


einerseits, wenn | 
or 0?r BR 





apa) PETE ap ER, 
also 
un, run up, run FSupp Trip"... 
gesetzt wird, die Unabhängigkeit von t,,1,,... und r’,r",... 
unter einander, andererseits ist ersichtlich, dass, wenn 
oT oT oT 
EEE I Tree 


gesetzt wird, da die Gleichung (13) für eine willkürliche Wahl 
von 7 stattfinden sollte, nicht nur die Grössen u, v, w von 
einander unabhängig sein werden, sondern auch zwischen den 
Grössen 





N RE RE 
EN ee, dt? dr Tr EEE | 
3 BR EEE N 

dt Aria (d) ee U, dt? Or : — 2, “Laie 


weder unter einander noch mit «, v, w ein Zusammenhang 
stattfinden wird, da die höheren partiellen Differentialquotienten 
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12 
von T nach r, v', r” genommen von einander unabhängig sind. 


Setzt man nun 
or DUB, } 
= y=bPp=O, 


or 

Fertnc Qis op? 9m 

or h „ N 
Penp tuP?—p,..., 


or" „ 
ET Hr 2» P 


worin die Grössen _,, 05, 03,- 


wiederum von einander un- 
abhängig sind, so folgt vermöge der aus der Gleichung (2) 


sich ergebenden Beziehung 


Ar dr) | 
a a 


mit Hülfe der eingeführten Bezeichnungen 


Ö ECT oT 
zug +94 wo, ar + 208, de Wan 


op 
ma tut): +e+%)9,+w9,- 
d? 6(T) + (2u, + %) 0; + (u+ 20, + w,) 05 

+. +2%)027.00,, 


Mr 
a a9ı 


und es wird somit nach (13) für willkürliche Werthe aller 
eintretenden Grössen die Identität gefordert 
(14) f (ug, +v,+w9, wat Wtr)e+l@+W)0 + Wg,, 


%0,+(2u,+9,)0+(u+20,4%,)0; 
+%+2w),4+W9;,.., 


v9, +2w9, ++ 2w)0 + 2w0;, 
9, + (2%, +2w,)o+(®+2:2w,)e5+2W9,,..., 
0, + 2w,05+ 95, er) 


WO, WO WR,, 
WW, WW, Wy, Way... .). 


04 f(u, U, Ug, Ugy..., 0, %4, Vg, Us,. 


Setzt man hierin 
0,7 E 


vuy-y= = w=w=UW—..—U, 


so folgt aus der resultirenden Gleichung 
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f(u, %-t U, W+ 2uU0 + U0;, 
U + 3U,05 + 3U03 4 WQy,-.., NT .) 
— f(u, U, Mg, U, ..., 0, 0,.. ); 


da die Argumente der linken Seite vom zweiten ab vermöge 
der Willkürlichkeit der Grössen 0,, 05, -. . . beliebige von 
%, U, Ug, ... unabhängige Werthe annehmen können, dass 
in der Function f von den Grössen %, %,, Us, U, .. . nur die 
Grösse u vorkommen kann. Setzt man nunmehr in (14) 


u u who ele, —0, 
so wird ebenso aus der Gleichung 
f(u, v, %, 9% + 905, % + 39,05 + 904, -.-,0,0,...) 
—= fm 9,%,%,...,0,0,...) 
folgen, dass die Function f nicht mehr von v,, v,,... abhängen 


darf, ebenso nicht von w,, w,,..., so dass die für die noth- 
wendige Form von f identisch zu erfüllende Gleichung (14) in 


(15) fug+vE;+W0;, v9, +2W9,,%9,+@w+2w)ea+2We;, 
WO, W0,4+%W05, WO, +2W,05+ W05)—=0,F (u, v, d,, W, W,, Ws) 
übergeht. 

Kehren wir nunmehr zur ursprünglichen durch die Glei- 
chung (12) gestellten Forderung zurück und nehmen an, dass 
‘ die Function T mindestens von zwei r-Grössen abhängt, so wird 
die identisch zu erfüllende Gleichung, wenn wir die entsprechen- 
den Grössen sämmtlich mit dem Index & versehen, mit Rück- 
sicht auf (15) die Form annehmen 


(16) f | >: OOPRORSOPRORETORKON Dog, 9+2u09, 9), 
>: v9 9,9 +@9 +2w 9), +20 9,9), > wg, ®, 
> wg + we 9,9), > (ww 0,9 +2w 05" +w®) 0°) } 
=> 0,OFlud, vo, v9, wo, wo, 1,0); 


da aber, wenn eg, %—=1, ,®=0, 0, = 0 gesetzt wird, aus 
der sich ergebenden Gleichung durch partielle Differentiation 
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nach den Argumenten folgt, dass die Differentialquotienten 
von den Argumenten unabhängig sind, so wird f eine lineare 
Function der Argumente mit en Coefficienten von der 
Form sein 

f(u9, v9, v0, wo, w,®, w,®) 

—= a + «u + Br" + Bu" + yw9 + yw 9) + yawy®, 
und durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (16) und Identifici- 
rung der Coefficienten von u®, v®,..., und in diesen wieder 
der Coefficienten von 0,9, 0,®,... die Bestimmungsgleichungen 
folgen 


=0, e + =I9, Atr=I9 2 rn=9, 
so dass f die Form annimmt 
(u), vo, 0,0, wo, w®, w,®) 
= (u — 9,0 + 10,0) + Bo — 20, ) + ya, 
worin «&, ß,y beliebig bleiben, und es ergeben sich somit als 
Auflösungen der Gleichung (12) im Falle v»—=2, da von den 


Grössen «,ß,y stets zwei gleich Null angenommen werden 
können, für f die drei Formen als nothwendig und hinreichend 


NOT 1,0 OT END TUN RT a 
Or, dt er! abo nor) dt or”? Art? 





und genau in derselben Weise folgt für beliebige » der Satz, 

dass sämmtliche Functionen f, welche für eine beliebige 
Function T von r.,Te,.-..,;Y.?, worin e=]1,2,...,x und 
„>L1 ist, und für eine wilkürliche Abhängigkeit zwischen r,, 
Yyy> +37: UMd Pı1, Pay - - -; Pu der Gleichung (12) genügen, in der 
Form enthalten sind 


A oT 
— (— 1) +1 (en (v +1) ran 


 e-149D@—-ı+N) NOT: 








va I) pr) ol 
u De N ae ar oe za) 


worın A die Werthe 1,2,...,v annimmt. 
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Definiren wir also, um in Uebereinstimmung mit der 
Mechanik wägbarer Massen zu bleiben, «m Falle v>1 für 
einen auf der X-Axe sich bewegenden Punkt 


iS aT d or 
Bi (— 1)! (Ener (VA lin, 5a) 


d? oT 
dat) 
DENT 
BE ne 
VENEN  Z 


242) 


als Bewegungsmoment A Ordnung, so ergiebt sich als allein 
möglicher allgemeiner Ausdruck für das Maass der Kraft die 
oben gefundene Form 


BERNER CR N NT 
ae aa ot 1) 


worin T zunächst noch eine willkürliche Function von x, x, 


I 


ee 7) Yist..,. 


LE 


Re DE, 
dt’ 0x’ 





8. 
Analytischer Ausdruck für die lebendige Kraft. 
Der oben für die Mechanik wägbarer Massen gewonnene 
Ausdruck für das Maass der Kraft 


oT do] 

Age trade 
worin 7' eine beliebige Function von x und x’ bedeutet, wird, 
wenn man im Einklange mit den Newton’schen Gesetzen die 
Bedingung aufstellt, dass derselbe von x und x unabhängig 

sein soll, die Gleichungen nach sich ziehen 
d=R Ums0=n dal dal 

eurer, 0, dida? 


und es wird somit 7 die Form annehmen 


Tan? + fd +ur+ß, 


worin a, «, ß Constanten, und f(x) noch eine beliebige Funetion 
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von & sein kann, während das Maass für die Kraft sich in der 
Gestalt ergiebt 

X=—a+2ar, 
worin, wenn den beiden Newton’schen Gesetzen genügt wer- 


den soll, offenbar «= 0 und a = > sein muss, und somit für 
Br We reın 


N NEHR 
re 


übergeht, welcher Ausdruck als lebendige Kraft definirt wird. 
Wir wollen nun auch im allgemeinen Falle durch ähnliche 
Bedingungen den oben gefundenen Ausdruck für das Maass der 
Kraft specialisiren, um auf die Verallgemeinerung des Aus- 
druckes für die lebendige Kraft geführt zu werden. 

Zu dem Zwecke sollen, um später die Auseinandersetzung 
der allgemeinen Principien der Mechanik nicht zu unterbrechen, 
schon an dieser Stelle einige Hülfsätze behandelt werden, die 
eine wesentliche Rolle in der allgemeinen Mechanik spielen. 


Hülfsatz 3. Ist V eine Function von £, 9, Ps, ---> Du 
und deren nach t genommenen Ableitungen bis zur »v*®" Ord- 
nung hin, so ist bekanntlich 


Sr. at 2) I) 
(1) f yat I! [( . a re Przaern] op, i 
eV I an) \ 
+ Auer, ar? op)” are! 
1107 5 von) 
u ae: P & 


d’ 
[2a op, eo RR. leer 1)r dt’ op Sn) ör.d, 


und an: man an, dass V ein nach ? genommener Differential- 


quotient einer Function f(t, P,, PP —",...,D,, De 
ist, so wird, wenn für die obere Grenze t ein bestimmter 
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Werth ti, angenommen und festgesetzt wird, dass öp,, 6p,,..., 
pP = für Z, und Z, verschwinden sollen, weil 


m t, 
a 
of vrar- Tat fe 0 
FR A 


ist, nach (1) die identische Beziehung bestehen 


oV d aM NER 





welche somit die nothwendige Bedingung dafür ist, dass V/ 
durch den nach Z genommenen Differentialguotienten einer 
Function dargestellt werden kann, und es wird in diesem Falle 
unter der Annahme, dass öp,, 6p,,...,dpP =D für d, ver- 
er die Gleichung (1) den Variationsausdruck liefern 





d 0oV a EN 
o va el 20), 


ovı di oV Naar 
use aan, U Doom 


Dass diese Gleichung (3) eine unmittelbar ersichtliche 
Identität liefert, folgt aus (2) und (3) des $2, nach denen 

















ET ER TER EZ LINE BACEE RTL 

op, dt Op) di? op, Tr, (din ae) 

OR aa re RR EN € Br0r 

ale t dp, Bo) an (aippr 205) RER, 
öf’ 2 % | 

24 Ei, or\ _d (ad öf a 

ha 20 + 35) 5 (© op, ar 0m 


u. s. w. ist, so dass die Gleichung (3) wegen Y — ER 


Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 


18 Ausdruck für die lebendige Kraft. 


1/28. 3 MER ER A 
on, P} op, P; ope—» P, ) 
übergeht. 

Es soll nun die bereits bekannte Umkehrung dieses Satzes, 
dass nämlich die Existenz der Identität (2) auch die hinreichende 
Bedingung dafür ist, dass V sich als ein nach ? genommener 
Differentialquotient einer Function von £, 9,,...,?. und deren 
Ableitungen darstellen lässt, mit Hülfe der Beziehungen (2) 
und (3) des $ 2 begründet werden, so wie es für die weiteren 
Anwendungen dieses Satzes zweckmässig erscheint. 

Wird nämlich die Gleichung (2) identisch befriedigt, so 
dass unter Annahme des Verschwindens der Variationen Öp,, 
09,,...,9pP 2 für 2=t, die Gleichung (3) besteht, oder 
wenn | 





DV WdE Oo el 
ee a Fe 


gesetzt wird, 


{ u u u 
(5) ö EN Vat—= Di V,,öp, + >23 V,,89, ++ DIV, 006» 
, 1 1 1 


ist, so werden vermöge (2) und (4) identisch erfüllt sein 











(6) Dr ar Or ae are 
op} dt 243 Oper dt Br, v—1A5, 


und zunächst aus der ersten dieser Gleichungen für A, und A, 
durch partielle Differentiation nach p,, und p, sich die iden- 
tischen Beziehungen ergeben 


a (Var, Zen 
M) ler u OP;, ru 





Ebenso folgt aus der ersten und zweiten der Gleichungen 
(6) mit Benutzung der angeführten Hülfsformeln 
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EN RL eV: "20m 
op, 69; dt 0P, ON 
und 
Boa da. GFIREDE 
0p},0P,, dt 0», op, of 
und daher vermöge (7) 
d? oV,, nn) 
(8) il op, R Op, 2 ur 
während sich aus der zweiten der Gleichungen (6) 
en AL en lan Ni a, 
0p,,0P,, dt op, OP, op, Fer 
Bm na dan, lan, 0 
0p,0P, dt 0m, op, PP 
und somit nach (8) 
d? oV5,, 2) 
9 — Tara 
ergiebt, und so, wie unmittelbar ersichtlich, allgemein 
dar ee Ver, oV, Ag 
(10) az B-) — a) u): 
dt op op, 


worin auch «= ß und A, —=4, sein kann. Da nun « und ß 
höchstens den Werth » erreichen, also jedenfalls identisch 


pn av 
(11) er Vz SR ne) —=0 oder 
dt op, op, 
Bow, 








a ie ae a he 


OD nen 
ist, worin &, €, . -,Ca»—2 Constanten, so wird zunächst, wenn 
(12) IE we) 


gesetzt wird, wie durch partielle Differentiation der Gleichung 
(2) nach p, vermöge der Beziehung (2) des $ 2 ersichtlich, 
die identische Gleichung folgen | 


2* 
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ww a. - e ow 
op, ie: vanıe- ib: ar Fr —=(, 
und sich daher nach R und (4), wenn 
oV,;, (x) 
OP, Er Ww,, 


gesetzt wird, 


t 
u M M 
er of wo % a Wi; 9u,+ 2 wo ++ DW” 
1 
t 


ergeben. Da aber die Gleichung (11) die identische Beziehung 


liefert 


od open? 

so wird die Variation (13) die vollständige Variation einer 
Function f, von £, 9, Pe,---,Pu und deren Ableitungen bis 
zur v» — 1 Ordnung hin sein und daher WW der nach £ 
genommene totale Differentialquotient einer ebensolchen Func- 
tion F,. Setzt man nun | 

ev _ dr, 

DPI 
also 

d ‚ 

‚= 2 | Fan, +VoG,», Pay... u? PP aD, ,29), 
so folgt durch partielle Differentiation nach 9, 


vr _a om, 2" am, 
09, di Pı ER 





und somit 


d oF, 
|) pa un do) ar.| 


iR va(t,P,- : Du Pı>- z Pur: : PD, Rn, 32%)» 
also 


d OF, 
v-2| [ran + (m (&an)an|+ ws 


und fährt man so fort, so folgt 
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d® ’ ’ 
V‚= dt Zu VB, 0ur PN -.,29), 
worin ® eine Function von £,9,, 23, -.-,Pu und deren Ab- 
leitungen bis zur » — 1‘ Ordnung hin darstellt. 
Setzt man nun 


d® > 


Mh, 


so genügt V, weil ausser der Gleichung (5), wenn 
0® 
ed Deo+ir 


gesetzt wird, die Beziehung besteht 


t 
IR fi [2 
d® ? 
fi di =»! D,,9P; +2 9,99, +" + > GT 
1 1 1 


to 
wiederum vermöge der Beziehungen (2), (3) des $ 2 der der 
Gleichung (5) analogen Variationsgleichung 


t 
u [2 ES 
fra — 7.00, +D v9 +: > v9», 
1 1 1 


to 
da V die Grössen pP}, Pg,-:-,Pu nieht mehr enthält, und aus 
dieser würde sich, wie aus (5), ergeben 


RT N h 
u CE ER ee RE IK 


also 


dd de 5 
Korean 


schliesst man so weiter, so stellt sich V als vollständiger nach 
t genommener Differentialquotient einer Function von #£, 
Piy:--;P2u und deren Ableitungen bis zur v — 1'® Ordnung 
hin dar, und wir erhalten den Satz: 


Die identisch erfüllte Gleichung 


oV d oV de oV R S 
op, dt be VERTERT AG EEN are er op) 
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ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass V 
durch den nach t genommenen Differentialguotienten einer Frunction 
von t, Pıy--:;Pu und deren Ableitungen bis zur v— 1” Ord- 
nung hin dargestellt werden kann. 


Von diesem eben bewiesenen Satze soll nun eine An- 
wendung auf den Beweis eines weiteren Hülfsatzes gemacht 
werden, der in der Mechanik, wie wir sehen werden, eine 
wesentliche Rolle spielt, und dessen Herleitung in einer Form 
gegeben werden soll, wie wir dieselbe den späteren Unter- 
suchungen zu Grunde legen. 

Hülfsatz 4 Es handelt sich um die Ermittlung der 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass uw 
Functionen L,,L,,..., Z. von t, 9, Pa, ---,Pu und deren Ab- 
leitungen existiren, welche durch ein und dieselbe Function M 





von £, 21, Pay: -- Pu und deren Ableitungen bis zur v'® Ord- 
nung hin in der Form darstellbar sind 

oM doM _doM d’ 0M 
La) EN ee a7 "+ (I — =: 
Ge OP, dt ps Ba. dt” op) 





Um zunächst die ee Bedingungen für diese 
Darstellung zu finden, differentiire man (14) partiell nach p®, 
woraus vermöge der Beziehungen (2) und (3) des $ 2, die im 
Folgenden stets zur Anwendung kommen werden, sich 


eN, &M et 


ergiebt, und genau ebenso die beiden ER. 
on,  92M 
a an 
op} op, op; 
We 0°M 
ze tn) 
ON, 2 
u (— 117 _ aM 
zu) ES 


0®M 
en + 
ul); be dt ROERG) er op) en) 


aus deren Verbindung vermöge (15) 
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ON, da on, ON, 


ze) "Ar a urn ar 
folgt. Die partielle Differentiation von (14) nach p@’—® resp. 
p@’=2 liefert ebenso 
on, de ON, oN, 
ee] Sr (2v — D,z t 0p en +(@2 Vz dt2 on”  apr—9) ? 


und so allgemein 


ON, ON, 
(16) PR] a a m N: 22% en wet: 22: Free 
11270 CH N, _ Delle 
ur ( 1) (Zv)g»—o der—0 a 1) 59 h) 
worin o die Werthe 0, 1,2,...,2v, x und A die Werthe 1, 
2,..., a annehmen, während wenn M ausser ? nur eine 


Variable p nebst ihren Ableitungen enthält, da x = A ist, die 
Bi Eye für N nach (16) in 


d? 


(17) ee N (6) ar ee ot nn 3% 


29— BRD EIBEN. 
bei (Ana CE 
übergeht. Die 2» + 1 Bedingungen (17) sind jedoch nicht 
von einander unabhängig; zunächst sieht man, dass die Glei- 
chung (17) für o=2v eine identische ist, dass ferner für 
e=2v—1 sich 


u Fr 9p%” IN 
ergiebt, woraufauch o—=2v —2 führt; die Annahme o=2v— 35 
und n — 2 — 4 liefert die beiden a 


oN 
= 3) 277 2). 2 dp = EM LauFeR: 1 dt? a 1) 
d? 
el DE, dıs = 
d? oN 
re: Be dt öp nn 3) an De di? dp an@v—2) 


d? d 0oN 
a De dt3 rn ar (2v ee On = 0, 
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und dass diese beiden Beziehungen vermöge (18) wiederum in 
nur eine übergehen, ist daraus ersichtlich, dass, wenn die 
zweite derselben durch 2» — 3 dividirt und mit 2 multiplicirt 
zu der nach ? differentiirten an ee wird, sich eine 
a 
1 aD un a PCR) er- 
geben würde, welche nothwendig die dreimal nach £ differen- 
tiirte Gleichung (18) sein muss, und so folgt, wie unmittelbar 
einzusehen, da stets für zwei aufeinanderfolgende Werthe von 
oe die beiden ersten Posten von (17), von einem gemeinsamen 
numerischen Factor abgesehen, durch Differentiation nach £ 
aus einander entstanden sind, dass die nothwendigen von N 
zu erfüllenden Bedingungsgleichungen aus (17) erhalten werden, 
wenn o=1,3,5,...,2v — 1 gesetzt wird. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, weil die Gleichung 
(17) füroe=1 und e=0 die Beziehungen liefert 


homogene lineare Gleichung in 


d oN BON TR NON, 
2 ae De 9 a Or a 
DAWN 
a; ar Fr ’ 
d ns ON. „Na oN Oo nendg le 0 
dt \2p° 1.6.09 1 012.097 rl ae) j 


die Klammer der zweiten Gleichung eine Constante sein wird, 
welche, da sie mit der ersten Gleichung verbunden eine Folge 
der übrigen für e=3,5,...,2v —1 sich ergebenden, in den 
Differentialquotienten homogenen linearen Gleichungen sein 
muss, den Werth Null haben wird, und dass somit allgemein 
die Beziehung gilt 

oN aoN , ON Ra CE 
19) nr — up gen 
es ıst des Folgenden wegen nicht überflüssig zu bemerken, 
dass diese Beziehung auch unmittelbar aus der Gleichung (14) 
hergeleitet werden kann, wenn dieselbe nach p’,p”,..., p@” 
mit Anwendung der Formeln (2) und (3) des $ 2 partiell 
differentiirt, und die angezeigte algebraische Summe gebildet 
wird. 
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Wir wollen nun aber zeigen, dass die durch die Gleichungen 
(16) und (17) ausgedrückten Bedingungen für N, resp. N 
auch die hinreichenden dafür sind, dass eine Function M von 
b, Pi Pay Pur Div Pan: PP, ..., 2% existirt, durch 
welche sich N, resp. N in der Form (14) darstellen lässt, und 
dieser Nachweis soll nach einer im Folgenden noch öfter zur 
Anwendung kommenden Methode durch den Hülfsatz 1. ge- 
führt werden. 

Für u=1, v=]1 ist aus der allein in diesem Falle 
geltenden identischen Bedingungsgleichung 


oN doN 
(20) u Dunn 0 
unmittelbar ersichtlich, dass 


DEN: „ 4 ! 
mt) also N=p p(t,P, pP) + v(,p,P) 


sein muss, und dass, wenn 
Q— [Nap=y' (pl, »,») ap + [vl P,P) ap 
= pol,p,P)+ Pli,p,P) 
gesetzt wird, vermöge (20) die Beziehung besteht 


00 OSLO BR ın __ 0o(t, P) 
(21) I A De ee rar 
die von p unabhängig ist. Dann wird aber unter der An- 
_ nahme, dass an den Integralgrenzen {, und f, die Variationen 
öp und dp’ verschwinden, vermöge der Beziehung (21) 


tı tı tı tı 
(22) frorai — (20 Ipdt— ofoaı ET 2) op dt 
to to to to 


= oo o(t, p)) dt 
bo 


sein, und wenn man nunmehr eine in p” lineare Function f 
bestimmt, welche der nach £ genommene Differentialquotient 
einer Function i 
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F(t,»,2)—=[®(t, 9, pP) dp + &,(t, ») 
ist, also 


BEN a AR; 
ee An na 





setzt, so wird die Subtraction der durch den ersten Hülfsatz 
bedingten Identität 


5 
ofrar=0 
n 


von der Gleichung (22) die Beziehung 


& t tb 
[vöra=s|Q@-o—Ndt= ofaraı 
2 % Fi 
t 


zit: — 4) öpat 


ergeben, worin M nur von t, p, p’ abhängt, und hiermit die 
Existenz einer nur von £, p, p’ abhängigen Function M er- 
wiesen sein, durch welche sich N in der Form ausdrückt 


EM IN ao 
N rare > 


It u=1,v=2, bestehen also die beiden identisch zu 
erfüllenden Bedingungsgleichungen 


*, Es wird nicht überflüssig sein, die einzelnen Beweise durch 
Beispiele zu erläutern. 
Sei die der Gleichung (20) genügende Function 
Ne — p? KUBR pp’ 
so ergiebt sich 


Be Rn N 
00 doQ _ : IE 0, : A 
op EP 260, o=2» = —6pP, 
F=—3pp?, f=-—3p°:— 6ppr 
und somit 
a DR 
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oN doN d’ o0N d’ 0N 


(23) an de ap ee 
oN doN 
) re pre 


so wird sich zunächst wieder 


0N Ti [74 [ZA ! „ [2404 
amd also N=p"p(t,p,p,p’, pP") v(t,p,p',p’,Pp”) 


ergeben, und durch Einsetzen dieses Werthes in 


ut, ter +”), 


also 
[4 „ 0 ‚m 
a p(t, Bart P)+ gr P ; 
+2 + +5 0)9” +2,99, 9") 


folgen. Setzt man nunmehr wieder wie oben 
Kr 0 
ee ; a dp 
[224 : ’ p" [4 „ 
+ ter + )ap+ faınv,» )dp, 


so wird vermöge (23) 


6 d e d? 0 d® 0 TE Eh, Ay Vv 
(26) a a a Aa Ze alt p),p",P”,P”,P’) 
von p unabhängig sein. Differentiirt man aber diese Gleichung 
partiell nach p’ und p'”, so folgt wieder mit Hülfe der 
Formeln (2) und (3) des $ 2 mit Berücksichtigung der Form 
(25) für Q, wie unmittelbar ersichtlich, 


so dass (26) von p, p” und p” unabhängig die Form an- 


nımmt 


0 do d? 17) d 0 [4 „ ‚m 
(27) + a a app ); 


und es kommt nun darauf an, die charakteristische Eigen- 
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schaft der Function 2& zu entwickeln. Es ıst aber leicht zu 
sehen, dass sich wiederum vermöge (2) und (3) des $ 2 











2 __@q 
0" op op’ 
da 0°Q ER Au A d ee Q 
in et sy arte RE, op” an dt op lan:n er] 
d? 0?Q d? d 0?Q 
er: Op op” ne dt? a u dt op’ ap ee 
o8 0?Q 


TukTITa 
an W930 Q 2020 d a 0?Q 
an op” +5 Falun at 2 re ZT 














op” op 
d? EOS d? 0?Q woergre 0°Q 
| pop” Aa dt: Op dp’ ar BI dt pr op 3 Er 
und somit 
02 dA _zg@ @g _9gd @g , @g 
op’ didp” a re Tat Open Top” op 


ag a oo 
at Doro 
ergiebt, woraus mit Benutzung der in vr für @ gefundenen 
Form 


2 a a 


folgt. Da aber genau wie oben die Gleichungen (25) und 
(27) die Beziehung liefern 


tı Ri t; tı 
(29) [Norat = s(aa— fat, pP, p", pP”) öp dt, 
to to to 


für eine Function & aber von £, p/, p”,p”, welche der der 
Gleichung (20) analogen Beziehung (28) genügt, nach dem 
früher Bewiesenen eine Function K von t, p', p” existirt, 
welche die Gleichung befriedigt 


h t, 
(30) S26 »,2,» )öpd= Kat, 
to to 


so liefert zunächst die Zusammenstellung von (29) und (30) 
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tı tı a 
(31) Nöpdtt=d89I( — Kldt=Ö| Rat 
f 4 ke 
worin nach (25) R die Form hat 
Fp: 222) op 
(82) R—p"[pap+» ag dp 
+ 2p” (4 + zn +5 pP") dp + @(t,p,P,P"). 


Setzt man nun 


S= v" [Y dp 17 82, (t, pP, p, Da) ’ 
so wird 


08 


IV 22, 0 ‚ 0 v m 
—p" | pdp+» rar tar tar pP”) dp 
+++ 











8, „” 8, Ada 
P’ + SD 


op op 


sein, und bestimmt man 2, derart, dass 


Steig) ar 


ist, so wird, da X der nach t genommene Differentialquotient 
von & ist, 


h, 
(34) s(wat=0, 
; 





und es wird somit, wenn 
R—- UV=-M 


gesetzt wird, worin nach (32) und (33) M nur von t,p, p/, p” 
abhängt, die Differenz von (31) und (34) die Beziehung liefern 


(nopa=o/ua, 
ei to 
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und sich daher die Existenz einer Function M von £, p, p', p” 
ergeben, durch welche sich N in der Form darstellen lässt 
_ iM _doM | dom. 
op dt op dt? op” 

Für u=1,v-=3 reducirt sich die Frage wiederum auf 
die Bestimmung einer Function &(t, p', p”, p”, p'’, p"), welche 
den beiden für v— 2 aufgestellten und als nothwendig und 
hinreichend erwiesenen Bedingungen genügt, u. Ss. w. 

Wir finden daher, | 

dass die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass eine Function N von t, p, P', . . ., p?” durch eine Function 
M von t,p,p',..., p” in der Form darstellbar ist 





i oM dom, d2oM „dom 
N ar ap. aa 
durch die identisch zu erfüllenden Gleichungen gegeben sind 

oN Am ONE dE 0N 
Gero errrennle 
d’=e .oN 


TYP PC 0 
(= 1,3,5,.., Son 


*), IstzB N=—p-+4p"p” + 2pp”, wodurch den beiden 
Gleichungen (23) und (24) Genüge geschieht, so ergeben sich 
= 2p, Yy=—p+4pp”, AST aEn 
2 
a 5 +4pp po” + 2pr pr, Amin par 


m mn p ‚mg 


2 
K=2pp'°, R=2pp p"-+4pp » eat ; 2, =pp ’—2p °P", 


4 ‚2 


+pP"— 2p’p, WP=2pPp?’+App'p” —3pP 


v 


S=2ppp 
und somit p° BER 
MR sr po 
wonach in der That die Identität besteht: 
oM deoeM d? oM 
nn „ [220 ’ IP er a 
PD PIE 22m EZ GH tr gR dp” 


d dd} d? A} 
u Dei er ge @PP). 
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Man sieht aber auch sogleich, dass es unendlich viele 
solcher Functionen M giebt, da, wenn M, der nach £ ge- 
nommene Differentialquotient einer beliebigen Function von 
t, 2,2, -.., pr=»D ist, nach Hülfsatz 3. die identische Be- 
ziehung besteht 











om, d® oM, ar am, 
(36) 0= op in + ge op’ ar ) ar 099?’ 
und somit aus (35) und (36), wenn 
M—-M=L 
gesetzt wird, 
oL d oL d? OL „an oL 
Blur Sur Fr Au ET Ge Tr C} 


folgt. Damit sind aber auch alle Functionen M ermittelt, 
welche (35) befriedigen, da, wenn M, irgend eine solche be- 
deutet, aus (35) und der zu M, gehörigen durch Subtraction 
die identische Gleichung 


°(M — M,) en M,) 
Sarier Alter 





1) @oMm—M)_) 
dt op 


sich ergeben würde, welche nach Hülfsatz 3. verlangt, dass 
M— M, der nach t genommene Differentialquotient einer 
Function von £, p, p\, ..., pP» ist; es folgt somit, 

dass, wenn N den oben angegebenen ‚bedingungen genügt, 
unendlich viele Auflösungen M der Gleichung (35) genügen, die 
sich aber sämmtlich nur um nach t genommene Differential- 
quotienten von Functionen von t, p,P', . . ., pP» unterscheiden. 

Um für den Fall, dass w>1 ist, und die Functionen 
N,, Ns,..., N. den Gleichungen (16) genügen, den Existenz- 
beweis einer Function M zu führen, durch welche sich die 
Grössen N in der durch (14) angegebenen Form ausdrücken 
lassen, wollen wir uns wieder zur Erläuterung des anzu- 
wendenden, dem vorher gebrauchten völlig analogen Princips 
auf den Fall u=2, v=1 beschränken, für welchen die 
Bedingungsgleichungen (16) die Form annehmen 
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(37) N N 















































(38) Bi DER Op ee 
oo TEN) 
n 4. 

on dom, @oNM _o0—, 
er op, Aidn, | Ari 0m’ 
nn 
Ss a 
(44) on, 
Sl TE x TR 


von denen, wie sogleich ersichtlich, nur die Gleichungen (39), 
(40), (41), (43) und (45) als von. einander unabhängig zu 
berücksichtigen sind. Zunächst ist nun wieder unmittelbar 
aus den Gleichungen (39), (40) und (43), (44) zu ersehen, 
dass die Funetionen N, und N, lineare Functionen von 9,” 
und 9, sein müssen und somit vermöge der Gleichung (45) 
die Form haben werden 


(46) N = Pi" Put, Pi, Pr, Pi, Pa) + Pg Piz (k, Pi, Pr, Pr’, Pr) 
+ (6 215 23, 21 Bess 

(47) N, =M"Yıs(t, Pi, Ps, PP) + Pe Pat, Pi, Pe; Pı,Pg) 
+ % (b) Pi, Pa) Pr) Pa)» 


worin die Functionen 94, is, Pas, X und %, vermöge der 
Gleichungen (39) und (40) den Bedingungen unterliegen 





0918 __ 091 
7 op 0m’ 
(49) 0912 en O Ps: 








OP; m OD 
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7) dp 09, 
60) TE 
0 0 O ss 0 
(51) Tr able En Ip Fe Fr 2m, 


während aus (41) und IE 


(52) 7 a — IM ar O’Q1s an r 0*Q15 L ‚ 0° Qi: 






































OP; 09 otop E op, 0P,' ; 09, 09, ‘ 
en, I 0° %ı OÖ’ is ‚ O?Qı2 ‚ Op __ 09 
Ba 09,” ER 1 0p,0P, TB 0909 0m’ 
= ua, FEN Or en ROSE NAE 0° 91% 
4) Ze Om di mom oe te 








0? 913 ’ 07913 ‚ 
ea? . + 77m, 
’ 0° Qi3 0° Pin 0? Ps 
ee Dane) 
Pıs 2 A RAR ZFER SO URL? 
a ( ano 2 u öp,? P.) m’ 


nebst der durch Vertauschung der Indices 1 und 2 aus diesen 
hervorgehenden, und endlich aus (43) und (44) 


























Ofı N ÖQıs a ’ pe, N\ —_ EM Öle 
(55) 02, 2 (7: user Du öp, P) cr 
folgen. 
Setzt man nun analog der früheren Methode 
BE _ 


worin vermöge 2 


(57) = PS Pu dp, +2 Pi: dp, + fa dp, 


ist, so wird 


e 7 0911 
pm +2 | Eu an| 
„ 12 0 1 
— Ps [9% a 2 ap, | — — X fan 2 dp,, 


0 dog 
OP, dtop, 


! 74 0 T 1 
-——p u je : dp, +2 & al dm) 


Koenigsberger, Principien d. a 








und wegen 
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wie leicht zu sehen, nach (52) und (53) 
00. an 
er or; 
Of 0912 09, 0 
wlan Neuen, 4 
er ‚o 1 
+ |, ap +p, un) u ap| 


OP, 0 


0° %ı ‚ Of. ‚ 0°, 
a 5 AP — P Öpy’ a I: dp, 
0° op ’ 0? Pe 
4 en en ne 


und man erkennt unmittelbar, dass die rechte, also auch die 
linke Seite dieser Gleichung von p, und 9, unabhängig ist; 
nimmt man nämlich den partiellen Differentialquotienten der 
rechten Seite nach p,, so wird dieser vermöge der Gleichung 
(54) identisch Null, während der ‚nach 9,° genommene Diffe- 
rentialquotient zufolge der Gleichungen (öl) und (53) ver- 
schwindet, und man erhält somit 


r 7 do j ’ 
Ce a HE LIE 3830} 


Ebenso einfach ergiebt sich, dass 


00 d 00 op p 
ae 7 dp, a Apr a 


0 [) 0941 0 N 
a er, et Er nr P,)d 2 


oder nach (48) 


Bayer, EN IE: Da ‚0911 — 2) 
om dtom” ) \om 7° 0m 

ist, woraus folgt, dass dieser Ausdruck nach », differentiirt 

vermöge (50), und nach p,’ differentiirt vermöge (48) und (52) 

verschwindet und somit 


fe P) do ‚ 
(69) ne alın,d) 


von t abgesehen nur von p, und p,” abhängt. 



























































dp, — 2 9,1 
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Bildet man nun unter der Festsetzung, dass die Varia- 
tionen Öp,, 095, OP, , 09, für =1, und t=t, verschwinden, 
das Integral 


t 


1) 
fi (N, öp,+N,öp,) dt -/ (on + 58m + fon.) di 
to 
feat. [Vn-i RL Zus a) ar an Lu „op%) di 
a fi Qdt+ fi (en [2% -& 28 ]on) ai 


er Sad 


so geht dasselbe nach (58) und (59) in 


00 d 00 
fe öp,+N, ma fea [alle op, |at 


dı 
35 fe o(t, Pa, Pı ) Opzdt fe @,(t, 22, P,) Op,’ dt 
EB to 





oder vermöge der festgesetzten Grenzbedingungen in 


5 h, t, 
(60) N 09, + N, 0p,) di = /Q dt +f(o Op, — @,0p, ) dt 
to to bo 


über. Nun ist aber nach (58) 

0@ FE OR RR AR 0 0° 
op, = "7 dt VER dt op 0P, or) a7 0P3 OP, 
und nach (59) 




















du 52Q d 89 


Op Om om di Op,’öp,’ 
ferner nach (56) und (43) 




















Bene. aan 9m ag 
0 op an, en dt 09, OP, 09,09, 
u MA 0°Q ah 00 a 0?Q 


dt 0, OP, OPe o or,.0oH 
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woraus 
BEE a | 
on, "op E\dt op, ’op’ 020m | 0P, OP; 
folgt. 
Da aber nach (57) 
daR 0Q 0Q 


dt 02, 09,  0m,’0»,' | 0n,”0p, 


PH OQıs O1 ER, > OÖ’ 913 
Hz dp, —Pı a op, ; dPpı —Pp Ip, dp, MB 


AR: 2? 0911 
ee. 


vermöge (48) und (52) identisch verschwindet, so Rei. 
0o a 0(— 0,) 
op,’ OP; 























und daher 
tı t, 
fo dp, — @, dp, ) dt — fat, P3, Pı )dt; 
io bo 


es geht somit die Gleichung (60), wenn 
Q+2—R 
gesetzt wird, in 
h t, 
(61) SNö9, + 8,09) dt = ef Rat 
E to 
über, worin 
(2) R= Son dp + Pr [91 dp, +fn dp, + &(t,9,Pı) 
ist. Bestimmt man nun eine Function Ft, p,, Ps, Pı, Pr), 


für welche 
oF 


oF 
PIE p,,dp, und FIT 912 dp, | 
ist, was vermöge der re (48) möglich ist, und setzt 
FF oF,ıorF 
(63) 1, — urn u 1 +, P,+P,,) Pııdpı +P; (pndp, 


so ist vermöge des Hülfsatzes 3. 





(64) | öffdt—0, 


Ausdruck für die lebendige Kraft. Mi 


und die von (61) und ) liefert 


(65) fir öp, + N,0p,)dt — fin N afhrat, 


worin iM; vermöge (62) und (63) nur von £ N a IN 
abhängt und nach (65) die Eigenschaft hat, u 
u om „Non 
2 op, dt op’ ’ a OP, dt op, 
ist; die unendlich vielen verschiedenen Werthe von M unter- 
scheiden sich wieder nur um Functionen, welche nach £ ge- 
nommene vollständige Differentialquotienten beliebiger Func- 
tionen von t, p, und p, sind. 
Es bleibt somit das Princip des Beweises auch für den 
allgemeinen Satz bestehen, 
dass die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass u Functionen N,, Na, --:, Nu von t, Pı> Pas - - -» Pu und 
deren Ableitungen bis zur 2v'” Ordnung hin durch eine Function 
M von t, 9, P3,---,Pu und deren Ableitungen bis zur v'® 
Ordnung in der Form darstellbar sind 
oM doM d®? oM 
a at mean, re acer 7 
(«=1,2,...,%) 
durch die identisch zu a Gleichungen gegeben sind 


d 0oM 
dt’ op" { 





Dt 12 BON: 
op 0 to [u De dt op er an (o+ Jr ie ae +3 el: 
BE ON, dN, 


2 — £ 
+) anere g Po u FroL 


worin o die Werthe 0, 1,2,...,2v, » und A die Werthe 1, 
2,...,u annehmen, *) 


*) Sei z. B. 
N, =6»,°p, WIR — +29 9 + 99 2 
N, TE zn: — 2Pı u 39.0, Fir 4p,Pı P3 ı 
welche den Gleichungen (37) bis (45) identisch genügen, so ist 
91 =69°’M ; Pia IT 1, 9a = 1, ‚ 


= 29,92” -+ 9Pg” Ps Da a 39. p,  — 49, Pı Pa; 
und somit 
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und es ist durch diese Methode zugleich der Weg gegeben, 
um den analytischen Ausdruck von M herzustellen. 

Diese später ganz allgemein zu verwerthenden Hülfsätze 
sollen nun zunächst zur Specialisirung des Ausdruckes für das 
Maass der Kraft benutzt werden. 

Stellen wir ähnlich, wie es oben für die Mechanik wäg- 
barer Massen geschehen, für einen beliebigen Werth von v 
die Forderung, dass das durch den Ausdruck 


doT | oT 

ar ic RE ae 
worin 7 eine willkürliche Function von £, x, x,...,x® be- 
deutet, dargestellte Maass der Kraft von z, «,...,x” unab- 
hängig sein soll, so werde zunächst bemerkt, dass für jede 
Function 7 nach dem Hülfsatze 4. X der identisch zu er- 


füllenden Bedingung unterworfen ist 








6) Nat en 


der dated 
v_ re OZ 
+ (— 298 Er er gene (e=1,3,...,2v—1). 
Sei nun v eine ungrade Zahl und X von 1, 
unabhängig, so gehen die Gleichungen (66) für o=1,3,5,...», 
v+2,v-+4,...,2v—3, 2v—1liın 





Q=n|":69'9 mM —R" m +m’m”+9p m’ PM” | 
[= =D "A+18p, Pa ”p, $ 77. 2P, = 3PsPı Mar 4p, Pı "P% leer 18p, Pa Pz ‘PD 2 
woraus 
o=6’p, = —69, Mr, 2=2m°’p 
folgt; da ferner 


F=3p,9°’Pı” — DPD 
also 


hı =3r, 93° + 92,939, 9 + 69,9°9, 9 —- MP — 2 Pe 
R=p 69°’ m -m' mr +m’%?’+999’%'9 +29’, 
so ergiebt sich M in der Form 
FR M=p’%?—P,"p°+Dı'Pz', 
wofür in der That 
w_2M_doM „_OM dom 
N or diom' * 0m diom 
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a ln ee 
+ @v)»,-ı N x = 
In nt 
+ @r)-3, ar = 
at 2 dlde En : _@ = ee (+2) a 
(674 ae je: Cole 
Bann D« 


2% en m v+ 3), dx url sau, —(@v), 1 PPC 


| d BER OX 
Iran zn BT aasern ent ee: KEN 


oX d 
EG, TEN RRFRCFER) EN 1), 


32%’ 
Zr) 


d 8X 
0% = aa 


dt? Ta 
d? 
dt? 8x ee 


über, und man erhält durch 0, 2,4,...,v—1l,v+1l,v-+3,..., 
2v—2-malige Differentiation der aufeinanderfolgenden Glei- 
chungen nach t v lineare homogene Gleichungen in den v 
Grössen 


Dede me 0X 2 


er ar dar) ? ’ ae dar +d 
mit einer von Null verschiedenen Determinante, und somit 
identisch 
VS RzB. 1208, Ay RR: SEBERE DR 0X BE 
Ba au ren ar) Anz, EHE ET Y 
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woraus, wie unmittelbar ersichtlich, wenn X auch die Variable 
£ nicht explicite enthalten soll, folgt, dass die Grössen 


Dee RN: 


Constanten sind, und daher X nothwendig die Form hat 
X A E Aa) I... 14, Veran 
da X nicht explicite von t, x, &,..., x abhängen sollte. Da 





“ Gleichungen von (67) sich 
A SS 2 Re en 


ergiebt, so finden wir, indem genau dieselben Schlüsse für 
gradzahlige v gelten, 
als nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der 
Ausdruck 
d oT dic 
ae ram Re u, 
für das Maass der Kraft, welche auf einen längs der X-Axe 
sich bewegenden Punkt ausgeübt wird, von t, 2,&,&,..., x 
unabhängig ist, die Form 
Ne Aya + A,ar- Le], ar— A A art! 
für ungrade v 


aber zufolge der letzten - 





und 
X= Ara + 4,209 - An B= FR -r A,_s327r72 
für grade v, 


zu denen für T entsprechend 
T=— [1 Aa HART A + 


»+1 >) 
tet de) 
und 
T= — S (1 A,” + (—1) 714,00 9°. (1) 24,209 Lo 


ni), ' 


gewählt werden kann. 
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Wir werden die Function 7, wenn sie in den letzten 
beiden Formen zu Grunde gelegt wird, die lebendige Kraft des 
sich bewegenden Punktes nennen. 


Se | 
Die erste Form der erweiterten Lagrange’schen Gleichungen. 


Nachdem das Maass der Kraft in der vorher festgestellten 
Form gefunden worden, liefert das durch die Gleichung (1) des 
$ 1. dargestellte d’Alembert’sche Prineip die Beziehung 


San. ar: he 
ed En) 
1 2 t 
doT 


oT Ä | 
en. a0 2yo Em) ®% 
EN 


GL, 02 











— 2 (X + Yöy, + 202), 
1 


worin X,;, Y;, Z; die sollieitirenden Kräfte des Systems be- 
deuten, und nimmt man an, die Beschränkung der Freiheit des 
Systems sei durch m in den virtuellen Verschiebungen lineare 
homogene Gleichungen von der Form gegeben 


Dip + pudyı + wur) —0, 
1 
) 1 Din pad tin) 0,. 


Dim da + Pmidyı + Unia) = 0, 
1 


in denen die Functionen fi;, @xi, Yr; von der Zeit und den 
Coordinaten, aber nicht von den Ableitungen derselben ab- 
hängen sollen, und deren Integrabilität oder Nicht-Integrabilität 
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die holonomen oder nicht holonomen Systeme charakterisürt, so 
wird die Multiplication der Gleichungen (2) mit den Grössen 
Ay, Agy.:., 4m und Addition zu (1) aus bekannten Gründen die 
von den ten freien Lagrange'schen Dewegungsgleichungen 
der ersten Form liefern: 








d AEER ea d” oT 

5 m RN ec dt” 9a) 
= X + hfu + Afi +: + Anfmi 

EN a oT 








SEHR BAR heat. 
mg Wa 


(3) 
—»r; + hp: + Ag @si + + Am Pmi 








dar Ar 
eo: Eh ann ae aa) DER 0.20 
= Z,; + Ahtbıi + Ada ++ Ambmi 
=12,...,n). 


Wir werden nun sagen, ein Kräftesystem besitzt eine Kräfte- 
funchon v'* Ordnung, wenn eine Function U von t, den Coordi- 
naten %;, Yı, 2 und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen 
bis zur v'® Ordnung hin existirt, für welche X;, Y;, Z; dwrch 
die Ausdrücke definirt sind 








DU dau or 

eu... 00 a 
en 

oU droU LO 
ne ze 


und werden diese Kräfte als innere u "bezeichnen. Die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für X, Y;, Z; 
als Functionen der Zeit, der Coordinaten und deren Ableitungen 
bis zur 2v!® Ordnung hin sind, wenn %,,%, 2% durch p,, 
Pay. .ly Din, Ar, 3 Z durch N, N. ., Nsn bezeichnet 
werden, nach Hülfsatz 4. durch die identisch zu befriedigenden 
Gleichungen dargestellt 
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oN on, 
2 -(o+ In lt en (0 2, di? dp net Mn 


ZOREON ON, 


2v—0 X s 
+) er) Earl op”) m BERGE 


worin x, A die Werthe 1,2,....3», und o die Werthe 1,2,...,2v 
annehmen. Ist also die zwischen zwei Punkten wirkende Kraft 
R eine Function der Entfernung r derselben und der nach der 
Zeit genommenen Ableitungen bis zur 2” Ordnung hin, so 
erhalten wir unter der Annahme der Zerlegbarkeit der Kraft 
nach den drei Componenten mit Benutzung der Formel (10) 
des $ 2. den nachstehenden Satz: 

Wirken zwischen den n Punkten eines Systems Kräfte R;., 
welche von der Entfernung r;. des A" von dem u” Punkte 
und den nach der Zeit genommenen Ableitungen derselben bis 
zur 2vi® Bi hin abhängen und ferner den Gleichungen 


d2 OR 
Ru Ru Au 
lg 19 wo (et dtdr an ll z 2), — FrE + he 





2v— dan OR, , 
+(—]) Erde re an? (o—l% 3,...,2v—1) 


identisch genügen, so besitzt das Kräftesystem eine Kräfte- 
function v'" Ordnung, und zwar wird dieselbe, wenm W;„ eine 
Function von Y;„ und den nach t genommenen Ableitungen dieser 
Grösse bis zur v'® Ordnung hin bedeutet, welche der Gleichung 


er water, ae 0) 
genügt, durch 


wer Wi. t Wastr War: Wan 
dargestellt. 


So ist die zwischen zwei electrischen Massenpunkten wir- 
kende Kraft des Weber’schen Gesetzes durch 





2 0) j 
Tr N en ER, en r® 2mm 
kr 
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gegeben und hat daher, weil die Bedingung 


oR doR 


SEE rer N 


identisch erfüllt wird, eine Kräftefunetion und zwar 


mm y.: 
V= 0% (1+ =) 





so dass 


ist. 

Bestehen somit die Kräfte des Systems, dessen Bewegung 
durch die Gleichungen (1) oder (3) definirt ist, aus innern 
und äussern Kräften, und bezeichnen wir die nach den Axen 
gerichteten Componenten der äussern Kräfte mit @;, R;, S;, 
so werden diese Bewegungsgleichungen, wenn 


(4) — T—U=-H 
gesetzt wird, die Form annehmen 


Ile HN 0) 


"ar 0% 
DEI AR. | d 0oH 
.. 5 Re) O9 




















ey, deöy, dt oy') 
a Tele) a 220) 8) 52) =0 
oder 
a N en rt ah tin 
(6) a N net ayırh Amon 
Vet atat tim 


worin die durch die Gleichung (4) definirte Function HZ von 
tb, %&, Yi, Bi, ir Yi, ya, UN, yN, 2” das kinetische 
Potential v'” Ordnung genannt werden soll. 
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Die Gleichungen .(6) stellen ein System von 3» totalen 
Differentialgleichungen 2»v'®* Ordnung dar, wobei wir die äussern 
Kräfte entweder als reine Functionen der Zeit oder auch als 
Functionen der Zeit, der Coordinaten und deren Ableitungen 
voraussetzen, die jedoch die 2» Ordnung nicht übersteigen 
sollen. Ist nun das System ein holonomes, sind also die 
Gleichungen (2) in Bezug auf die Coordinaten vollständige 
Variationen der Gleichungen 
(7) Billa... ln, Yıy---, Yn, 2.0, 

Vs ne N N N 
so werden sich aus den 3% + m Gleichungen (6) und (7) die 
3n + m Grössen 
UN ER YADERL INS Ans Aty ac, Am 

durch Integration der Differentialgleichungen als Functionen 
der Zeit £ und 6vn willkürlichen Constanten ergeben. Ist 
das System jedoch ein nicht holonomes, aber so beschaffen, 
dass in den Bedingungsgleichungen (2) die Zeit £ nicht ex- 
plieite vorkommt, so kann man die virtuellen Verrückungen 
auch durch die wirklichen ersetzen und erhält somit ausser 
den durch die Lagrange’schen Gleichungen gegebenen 3n 
Differentialgleichungen (6) noch »n Differentialgleichungen von 
der. Form 


>E (fi: + Y9ı:y + bus) —=0, 
1 

8) >: (fe x + 9Pei Y + bei 2) —=(, 
1 


>. (mit: + PmiYi + Ymiti)—=0, 
1 ’ 


so dass sich wiederum die Coordinaten durch die Zeit ver- 
mittels der Integration der 3n + m Differentialgleichungen 
(6) und (8) ergeben; kommt jedoch t in den Bedingungs- 
gleichungen des nicht holonomen Systems vor, dann ist die 
Behandlung des Problems in jedem einzelnen Falle den Be- 
dingungen der Aufgabe anzupassen. 
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Wird ein Punkt vom Anfangspunkte als Centrum nach 
dem Weber’schen Gesetze angezogen, so werden somit nach 
(6), wenn W die Weber’sche Kräftefunction, und die leben- 
dige Kraft 


Da le 


gesetzt wird, die Differentialgleichungen der Bewegung durch 
die Gleichungen 








Ge_oW_ A: 
aa oa add 

ey _ 0W dowW 

date. 0% dt oy 


d?z oW doW 


ER EN 





dargestellt sein. 
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Ist das System ein holonomes, sind also die 3n Coordinaten 
%;, Yi, 2: gegebene Functionen von uw von einander unabhängigen 
Grössen Pı, P2, = : :» Pu, welche die freien Coordinaten genamnt 
werden sollen, so wird das für diesen Fall auch in die Form 
(3) des $ 1. gesetzte d’Alembert’sche Princip die u Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen der zweiten Form liefern 


eek 
dt” op 








tat He 


0Y, 
De +2; a (=1,2,...,0), 
1 


oder wiederum durch Trennung der innern und äussern Kräfte 





oH doH d’ 
2) Op, dtöp Et rin ale ge 32 =P, (s=12,...,u), 
WENN 
<< 0%, 0%, 
(3) De +RZ+SZ)=B 
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gesetzt wird — Gleichungen, welche sich auch aus (5) des 
$ 4. vermöge des Hülfsatzes 2. unmittelbar ergeben, und deren 
Integration die freien Coordinaten 91, Ps, ...,Pu als Functionen 
von £ und 2vu willkürlichen Constanten liefert. 

Wir werden im Folgenden die Bewegungsgleichungen in 
den Formen (6) des $ 4. oder in der obenstehenden Form (2) 
zu Grunde legen, ohne die Trennung von H in die beiden 
Summanden — 7 und — U vorauszusetzen aus Gründen, auf 
die erst später näher eingegangen werden soll. 


S 6. 
Das erweiterte Hamilton’sche Prineip. 


Bildet man das Integral 
t 


> u 
fie- I 2un)at 
eo 1 
t 


und nimmt an, dass die äussern Kräfte P, während der be- 
liebig aber bestimmt festgesetzten Zeit von 4, bis i, als Func- 
tionen der Zeit, aber unabhängig von den Coordinaten ge- 
geben seien, dass ferner 7 für alle in Betracht kommenden 
Werthe der Coordinaten und deren Ableitungen während dieser 
Zeitperiode selbst sowohl wie seine sämmtlichen nach eben 
diesen Grössen genommenen partiellen Differentialquotienten 
bis zur » + 1% Ordnung hin endlich sind, so wird unter 
der Annahme, dass alle dp,, öp/,..., pP =D für t=L, 
und ?=1t, verschwinden, 


-@-: dt a ara En n m 2) Ip,dt 


sein, und da die Variationen dp, von einander unabhängig 
sind, so folgt, dass die Beziehung 
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u N 
(2) /(n- >! Bm) WR 
” al 

to 


die Gleichungen (2) des $ 5. nach sich zieht und umgekehrt, 

dass somit das durch die Gleichung (2) dargestellte Ham il- 
ton’sche Princip der zweiten Form der Lagrange’schen Glei- 
chungen äquivalent ist, Ä 

worin vermöge der über die Variationen für Z, und &, 
gemachten Annahme, wenn die Grössen p durch Integration 
der Bewegungsgleichungen als Functionen der Zeit und die 
Integrationsconstanten in denselben durch die Anfangs- und 
Endeoordinaten und deren Ableitungen von der ersten bis zur 
v — 1% Ordnung hin ausgedrückt sind, solche unendlich be- 
nachbarte Functionen der Zeit mit diesen. verglichen werden 
sollen, welche mit ihren » — 1 ersten Ableitungen für Z, und 
t, dieselben Werthe annehmen, wobei die Durchgangszeit des 
Systems von seiner Anfangslage in seine Endlage gegeben 
und für alle verglichenen Systeme dieselbe ist. 

Sind die äusseren Kräfte sämmtlich Null, geht somit das 
Hamilton’sche Prineip in | 


(3) [Hat = 0 

über, und sagt also Au ‚ dass der für gleiche Zeitelemente 
berechnete Mittelwerth des kinetischen Potentials bei der nor- 
malen Bewegung zwischen einer gegebenen Anfangs- und End- 
lage — definirt dwrch dieselben Werthe der Coordinaten und 
ihrer v— 1 ersten Ableitungen — ein Grenzwerth ist, so er- 
sieht man a unmittelbar aus der Beziehung 


doH „d 0H 
Ye ze 0%, dtoöm, el) das a) 


oH doH d 0H 
nat tn N) 


0y 
oH d oH d’ 0oH 
Hilo dt 02; rk age m) dad 





dt” & 2 
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die Identität des Hamilton’schen Princips (3) mit dem d’Alem- 
bert’schen Princip, also auch mit der ersten Form der La- 
grange’schen Gleichungen, während, wenn die äussern Kräfte 
nicht verschwinden, aber wiederum reine Functionen der Zeit sind, 


diese Identität das Hamilton’sche Prineip in der Form erfordert 
fi 


to 
dasselbe bleibt also gültig für holonome und nicht holo- 
nome Systeme, wobei aber zunächst, wie meist in den folgenden 
Untersuchungen, angenommen wird, dass in die Bedingungs- 
gleichungen des Problems nicht auch die nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen der Coordinaten eintreten. Ist jedoch 
letzteres der Fall, lauten also die can 


E , ‚ ’ () Pa 
(4) RB, (t, KL Y;; 25 KL, Y;;> 2,3 E % “ e 2; )— 0 
, ‚ ’ PA) 
Fl I Yır Aa Br Yo a h 4 Y ; 2, = 
— in welchem Falle wır das System auch noch ein holonomes 
nennen wollen —, so werden die Variationen der Goordinaten 


und deren Ableitungen für jedes £ den m Bedingungsgleichungen 
unterworfen sein 


older oe 











tn % 


wiss 





on et a 


4 2. + en —d2 | 0, 
(7 ° Bi 

aus denen, da diese a für den gesammten Verlauf 
der Bewegung während des für das Hamilton’sche Princip 
angenommenen Zeitintervalls i, — i, erfüllt sein sollen, unter 
der für das Bestehen des Hamilton’schen Prineips gemachten 
Annahme, dafs die Variationen der Coordinaten und deren 
Ableitungen bis zur v» — 1'% Ordnung an den Grenzen {, und £, 
verschwinden, sich 


Koenigsberger, Princeipien d. Mechanik. 4 
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Ra 428, a, 


DR mar we dr 
+ - dt OR, er il)! ip =), d=0 








ergiebt. Es werden somit für die Variationen der Coordinaten 
selbst die in diesen linear homogenen Beziehungen bestehen 


(6) Bil ,, = ee MB PR: a) Bi 
ne a aa" üed Kunll 


0 doF, p 
+ (5 Ber Sr ml) En) a 0 
(r=1,2,...,m) 
und wenn man wieder diese » Bedingungsgleichungen mit Mul- 
tiplikatoren A,,..., An behaftet und zu dem durch die Glei- 


chung (5) des $4. ausgedrückten d’Alembert’schen Prineip 
hinzuaddirt, die 3» Differentialgleichungen 






































REN d a EL NO 

doF, Ba e) 

u IS en di dx/ a a (= 1) dt 0. 

oH doH dr cH. 
öy, dtoöy, ee Ar ay0) 

(7) 5 Sr, en R or, R. ze) 
oH doH une 
02, "dt 02, = 78) Sp Er 1 dr? 02” 


(OF, dorf, 7 ER 
—Sß, 2 aa dt Ds +: ie 1% dr 02 


sich ergeben, welche mit den Differentialgleichungen (4) ein 
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simultanes System von 3n + m Differentialgleichungen ın den 
3n + m Functionen «;, yı, 2, A, liefern*). 

Ist jedoch das System der auch die Ableitungen der 
Coordinaten enthaltenden Bedingunssgleichungen ein nicht holo- 
nomes, haben diese also die Form 


DE + +). 
1 0 


NR v 
3! 0 


so wird sich zunächst wieder durch Integration zwischen 
den Grenzen {, und Z,, durch Reduction auf die Variationen 
ö%;, Öy;, 62, mit Hülfe von m Lagrange’schen Multipli- 
eatoren A,,..., Am und Addition zum d’Alembert’schen Princip 
das System von Differentialgleichungen ergeben: 


*) Sei also z. B. eine Bedingungsgleichung zwischen zwei Coordi- 
naten x, y und deren ersten Ableitungen vorgelegt von der Form 
(«) 2y (a — a —- V)—- ze yRaxc—NV)=0, 
so dafs die Beziehung zwischen den Variationen lautet 
2y ax — 1) —- 2a y) dr — ae (2 — V)dy— ya —1)0dr 
+2(?— 2 — V)dy=0, 
so wird diese durch Integration zwischen den Grenzen ti, und t, und 
unter der Annahme des Verschwindens der Variation der Coordinaten 
x und y an den Grenzen £, und £, in 
t, 
fer 22 —1)dc + x (— 6243) dy) dt— 0 
to 
übergehen und somit zwischen den Variationen der Coordinaten die 
Beziehung liefern 
ya2c—1)d9ec — X Rec — 1)dy=0 
oder vermöge («) 
(ß) y2x=—1)$2c — 2 (2? — 2 — M)dy=0; 
bemerkt man aber, dass das allgemeine Integral der Differentialglei- 
chung («) durch 


(Y) e— ec —1=cy’ 
dargestellt ist, aus welcher sich die Beziehung zwischen den Variationen 
(0) 2x — 1)dx = 2cydy 


ergiebt, so führt die Elimination von c zwischen (y) und (6) wiederum 
auf die Beziehung (ß). 


4* 
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oH doaH RAN: 
Eu 2 ee 72777 


1, /Aoarıı am ER 
te NT) 
1 





























| dt’ 
(9) m | os 
+ a9 .. y 
a 
EDEN (aa SEA EBENE RZ 


Enthalten nun die Bedingungsgleichungen (8) wieder t 
nicht explicite, so liefern sie m Differentialgleichungen zwischen 
den Ooordinaten, welche mit den 3» Differentialgleichungen (9) 
zusammen ein simultanes Differentialgleichungssystem zur Be- 
stimmung von %;, Yi, Zi, Ay, --.-, Am als Functionen der Zeit 
bilden; für den Fall jedoch, dafs die Gleichungen (8) nicht 
von £ frei sind, müssen die Methoden zur Behandlung des 
Problems wieder den Bedingungen der Aufgabe angepasst 
werden. 

Man kann aber auch das erweiterte Hamilton’sche Prin- 
cip noch in eine allgemeinere Form bringen. Ersetzt man 
nämlich in der Function H die Grölsen p® durch p,, und fasst 
somit FH als eine Function von 


L, Pı> Ps, 2) Pr Pıı> Ps > Zi Pi ) Pı» P,, ed Pur 
auf, so wird die Variation 


ti 


u 
oh 
/|u-3 BP»; a masse 


to 
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u. p®) 


OP7o0P, 





H le 

0P,,0P, P; 
Mae + + dpi) 
ee BER? 

ee Ah REM I vrer Lebt RR EIER 

et + 


BEN: 
a (P;, — )) 097,0Ps1 | OP, 


u 
0H 


>! a H P 
eh OD an an Was Pr NORRTYI TE 


„ 6°H 
ee 


und es folgt somit unter der Festsetzung, dals nur die Variationen 
re Ne 


für 2=4, und {=1, verschwinden sollen, die Aequivalenz der 


Gleichung 


ja 


(10) of [a3 IB»; ar (9,1 —P;) on 


to 
„ oH 
nero). 1,0 20) 9 
mit den Beziehungen 


oH d oH 
(11) Br EST ls) m 


u 
‚ o®H ’ o:H Ya 
nen Se -mes- 
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u 


De +) et 
; au rn 1 1228 OP790Psı 


- 


ee) 


op, „OPsı 


S 0°H 0’H 
ie. SB) a Te) aan, 7 


lern. | = 


OP, ,0P,, 


fürrs=1,2,..., u. Ist nun die Determinante der zweiten 
Differentialquotienten 
Pe 
Da 3 OP,9? 





worin « und y die Werthe 1,2,...,u, ß und d die Werthe 

1,2,...,v annehmen, nicht identisch Null, so wird sich aus 

den Gleichungen (12) | 
PD 


ergeben für alle Werthe von A und r aus der Reihe der Zahlen 
1,2...,u bez.1,2,...v, und es werden somit die Glei- 
chungen (11) wieder in die Lagrange’schen Gleichungen über- 
gehen, also unter den angegebenen Bedingungen auch das ver- 
allgemeinerte Hamilton’sche Princip (10) der zweiten Form der 
Lagrange’schen Gleichungen äquivalent sein. 


Sm 
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Gehen wir wiederum von der Gleichung 


oH d oH 


Pong 6° 1 ri 10 


EHER. 
dt” ei 








8 


aus, so wird sich, wenn diese mit p, multiplieirt und die 
Summation über s von 1 bis u ausgeführt wird, 
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> oH 3 dd 
1 en sm. — — rt 
( ) n Ps op, - Ps dt Op, Zr 


v ST { a“ cH _ 3 £ 
N 


ergeben; nehmen wir nun an, dass t in H nicht ewplicite vor- 
kommt, dass also 


IH ‚oH :- 
(2) _D ps: 2 + Do s Re +doe au For 


Ps op, 


so folgt durch Substitution des Ausdrucks Ip? Ps 55 ‚aus CD} 
in (2) 


u 
dH >: Bar nu + Do Pole a2. an 
dt P; one P, ep, D, 18 op, P, 

1! 


Ar = 1) So P, 5: Fe 2% er 19% Dal) Fr ar 














Dr EEE oe ON LCH RE 
Fr dt Pop; dt P, dt op! m op, 
9 


u 
‚d va oH „ ARD 
3: ana a 
l 


$ atop & dt?9 


mia Ir 


und endlich durch Integration nach ? 
‚oH ‚,d oH PR! oH 
u N. ep. + Do P atop  P a 


u 
LO, RR N? 
MENS=1B an 


El —2 
dr Hop.) al Von 


u 
— (— 1)" pe IR — >} / P,p/dt+h, 
1 L 
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worin h eine Constante bedeutet, oder 


(3) nu Du (m . = a Cs 2) 


v—1 
d ’ op” 


y doH a et 
Dr 2 ae nn ae—29p 2.0) 











mia fra dt+h, 


worin das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
ausgesprochen vst. 
Setzt man 


I (re) 


= 
7] 


R oa re es) 
Bi Mn a nd 








1 


worin E, durch die Coordinaten und deren nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen bis zur 2» — 1" Ordnung hin aus- 


gedrückt, der Energievorrath des Systems genannt werden soll, 
so folgt aus (3), dass 


u 
dE , 
a u. 
= 
und somit der Energievorrath des Systems fortwährend in dem 
Maasse abnimmt oder wächst, als die Kräfte P, negative oder 
positive Arbeit leisten, dass daher, wenn die äussern Kräfte 


Null sind, 
u—h 


d. h. die Energie constant ist. 
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Hängt H nur von den Coordinaten und deren ersten Ab- 
leitungen ab, so geht die Gleichung (3) in 


; ö 
Ba DS Bat | 


über, und ist H eine ganze Function m" Grades der p/ und 
lautet nach homogenen Functionen, deren Grad durch den 
Index angegeben ist, geordnet 


HA=H+H+H+::: + Han; 


so erhält man 
u 
B—H—2H,—3H,— --— (m—1)H2— >: [ P,p/ät+h, 
1 


und es wird daher das Princip von der Erhaltung der leben- 
digen Kraft, wenn alle äussern Kräfte P, Null sind, die Form 
annehmen 


H, —H,—2H, —-— 35H, —::-— (m—1) H.=h. 
Ist 
H=-—T—U, 
und die von den Coordinaten und deren ersten Ableitungen 
abhängige Kräftefunction U nur vom zweiten Grade in diesen 
Ableitungen, ausserdem die lebendige Kraft T eine homogene 


Function zweiten Grades der ersten Ableitungen — was stets 
der Fall ist, wenn die Zwangsbedingungen von der Zeit un- 
abhängig sind — so wird, wenn U in der Form 


U-U+Urd 
dargestellt wird, das Energieprineip somit durch die Gleichung 
T-U+UG—h 
ausgedrückt sein, und daher für die Weber’sche Kräfte- 
“ function, welche der gestellten Bedingung genügt, in 


T Wr m=—h 


übergehen, worin 


mm mm, 
en w=,r 
r k’r 





ist. 
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Unter der Annahme, dass M die Zeit nicht explieite ent- 
hält, war das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
aus den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen der zweiten 
Form hergeleitet worden, ersteres ist also die nothwendige 
Folge dieser Gleichungen für holonome Systeme. 

Um den Satz von der Erhaltung der Energie auch für 
nicht holonome Systeme in den rechtwinkligen Coordinaten 
aufzustellen, multiplieiren wir, wiederum unter der Voraus- 
setzung, dass A die Zeit # nicht explicite enthält, die Glei- 
chungen (6) des $ 4. mit /, y;, 2; und addiren alle diese 
Gleichungen, so werden unter der Annahme, dass auch die 
Functionen fr, Pri, %r: die Zeit nicht explicite enthalten, die 
wirklichen Verrückungen auch virtuelle sein, die Gleichungen (2) 
des $ 4. also befriedigt werden, wenn statt dx,, öy;, 02; die 
Ineremente d&;, dy;, dz; gesetzt werden, und sich daher die 
Beziehung ergeben 


Sale ok ‚@ oH 
Dal u ee 


1 





rn 
NE TAI „® °H 
OR a ee 


1 


SEHE RER ENE „a oH 
He (a 


1 





>; 9: +y R+ 28), 
1 


und somit analog der oben für (1) vollzogenen Transformation 
wenn 


I ‚(0H doH 
rn ne) 
1 


© ’ oH d oH 
2% en 
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BMEROH d oH 
=D er) 
d °H | 
— Der . 0%," Te) 


Dt DL: 
; 02; 


gesetzt wird, worin E wieder den oben bezeichneten Energie- 
vorrath bedeutet, 








ES ae, 
rl: @a+WR+ 2%). 
1 
Ist H wieder in seine beiden Bestandtheile zerlegt, also 


H=—-T—U 
gesetzt, so soll 


u % 
aD rt) SA 
Sn 
He ne u 
> s 
die actuelle Energie und 
St ae ST RAU 
M. 2» be en de ) +2P' a )t 


Kali 
+ I, Fo 


die potentielle Energie genannt werden, und es wird somit, wenn 
äussere Kräfte nicht vorhanden sind, 


E+K=E=h, 
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also die Summe der actuellen und potentiellen Energie con- 
stant sein. 


Hat das Kräftesystem eine Kräftefunction, also das Problem 
ein kinetisches Potential, so wissen wir aus dem Hülfsatz 4, 
dass unendlich viele kinetische Potentiale existiren, die sich 
aber alle um Funetionen unterscheiden, welche vollständige 
nach £ genommene Differentialquotienten einer Function der 
Coordinaten und der Ableitungen derselben bis zur v»— 1! Ord- 
nung hin sind. Bezeichnet man nun die zu zwei solchen 
Werthen A, und AH, des kinetischen Potentials gehörigen 
Energiewerthe mit E, und E,, so dass nach (4) 

















gr ERS. pe 
B=H— >: p (Ge 5 ) 
x 2H < H 
SISTV He NS 
$ (5 ) > pl op)? 
1 1 
u 
‚ oH, d oH, 
De (3 BIETE ) 
1 
u u 
fr rt CH N FR 1,0 2 
= a) 2 z 


ist, so folgt, wenn 


H—H,—K 


gesetzt wird, durch Subtraction dieser beiden Gleichungen 


u 

OR. ERIK 
ee: 
1 


4 7 
°eK oK 
LE a sy 
27 7 ) Zn pn"? 


und somit, da A, und H, also auch K für die Gültigkeit 
des Energieprincips die Zeit £ nicht explicite enthalten durften, 


Das erweiterte Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft. 61 


u u 
ik -—- FE) OKEN, PIE oK 
en air Dr ae u > Sa 
1 $ 1 Ss 1 


u 
„(OK doK 
De at) 








doK d’ 0oK 
2 rien a 


euer: ir dt? m): 


da aber K ein vollständiger Differentialquotient einer Function 
von t, den Coordinaten und deren Ableitungen bis zur v»—1'® Ord- 
nung hin sein musste, so wird nach Hülfsatz 3. die Klammer 
der rechten Seite für jeden Werth von s identisch verschwinden 
und somit 





d (E, 35 E,) 

dt 
sein, worin c eine Constante bedeutet, wie auch schon un- 

mittelbar aus dem Energieprincip gefolgert werden konnte. 
Es unterscheiden sich also alle demselben Probleme an- 
gehörigen lkinetischen Potentiale um vollständige Differential- 
quotienten einer Function der Zeit, der Coordinaten und deren 
Ableitungen bis zur v — 1” Ordnung, und wenn die kinetischen 
Potentiale von der Zeit frei sind, die unendlich vielen zugehörigen 
Ennergiewerthe, als Functionen der Coordinaten und deren Ab- 

leitungen aufgefasst, um Constanten. 

Während, wie aus (4) ersichtlich, der Energievorrath des 
Systems eindeutig bestimmt ist, wenn das kinetische Potential 
H als Function von p,,-- Do DER PD, DENEDNN, PR 





—( oder u —- B, —c 


gegeben ist, und zwar als Function der Coordinaten und deren 
Ableitungen bis zur 2» — 1% Ordnung, wird umgekehrt, 
wenn E gegeben ist, das kinetische Potential die Lösung 
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einer partiellen Differentialgleichung und ausserdem der Be- 
dingung unterworfen sein, die Ableitungen der Coordinaten 
nur bis zur »*® Ordnung hin zu enthalten; daraus ist aber 
schon zu ersehen, dass der Energievorrath eines Systems nicht 
als eine beliebige Function der Coordinaten und deren Ab- 
leitungen gegeben werden kann, sondern bestimmten, nach 
dem Früheren leicht aufzustellenden Bedingungen wird ge- 
nügen müssen. 
Setzt man nämlich 


oH doH d?/ 0 H 
op, dtop, tar REN lm 1) 








d 7 2 m —K, 2) 


so folgt mit Hülfe der auf die Gleichung (1) angewandten 
Transformation 


(8) San-%, 


und man wird somit aus den in dem Hülfsatze 4. entwickelten 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Grössen 
N;, wenn sie in der dort angegebenen Art durch eine Grösse 
M darstellbar sein sollen, indem man N; mit X, und M mit 
H vertauscht, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für XK,, und aus diesen und (5) durch Elimination von K, die 
für E folgenden identisch zu erfüllenden Bedingungen her- 
leiten können. Nehmen wir z. B. nur eine Variable p und 
zunächst »—=1 an, so lautet die allein bestehende Bedingungs- 


gleichung 


OK dOK_y 
op dtop” 2 


und es liefert die Elimination von K zwischen dieser Gleichung 
und (5) mit Benutzung der Formeln des Hülfsatzes 1. eine 
Identität; es unterliegt somit der nur von einer Coordinate und 
deren erster Ableitung abhängende Ausdruck des Energievorrathes 
gar keiner Dedingung, ausser im Laufe der Bewegung stets 
endlich zu sein, und ferner, da 


a N ii 


de FD 
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2 
ist, unter der Annahme, dass die Werthe a und I für die 


in Frage kommenden Werthe stets endlich bleiben, 


De. 


zu machen; und ebenso darf für v—=1 und eine beliebige Anzahl 
von Variabeln E als eine nur durch dieselben Einschränkungen 
bedingte, im ÜUebrigen willkürliche Function von Pı,.. :, Pu; 
Piz»: -, Pu gegeben sein. In diesem Falle wird die Bestimmung 
des kinetischen Potentials HZ vermöge (4) auf die lineare par- 
tielle Differentialgleichung führen 


F0&H urio HE 
Ban. al MM, 
Du 


deren allgemeines Integral für das kinetische Potential den 
Werth liefert 


H— — a dp, +Pı 9 ( 


worin (E) den gegebenen Ausdruck für die Energie bedeutet, 


Da an) 
Fe 


Cr D) 7 5) . . . 5) 7 
Pes>2ı Pı 


wenn in denselben 


PM—=&p, P— Up, ..., Pu kupı 

gesetzt wird, und nach der Integration wieder für die Grössen « 
die Quotienten der p’ zu substituiren sind, während @ eine 
willkürliche Function bedeutet, und die in dem Ausdrucke für 
H vorkommende Quadratur in Folge der gemachten Annahme 
endlich ist. Mit Rücksicht auf die Eindeutigkeit, Endlichkeit 
und Stetigkeit des kinetischen Potentials kann H in die Form 
gesetzt werden 


H= re dp, + A,Pı Air Asp; he AD, 


worin Aı,..., Au beliebige Functionen der pı,..., Pu Sind, 
und es bestimmt somit der Energievorrath eines Systems für 
v= 1] dessen kinetisches Potential im Allgemeinen bis auf eine 
in den ersten Ableitungen der Coordinaten lineare Function, 
worauf wir noch später zurückkommen werden. 
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Für uv=1 und v—=2 lauten nach dem Hülfsatz 4. die 
für K nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 


oK doK d? OK UOR 








op dt op” taP ng ae d 
oK ABOR 
ee 


und es liefert, wie leicht zu sehen, die Elimination von X 
zwischen (5) und diesen beiden Gleichungen nur die eine für 
den von p und p’ abhängenden Energievorrath # nothwendige 
und hinreichende, identisch zu befriedigende Bedingungs- 


gleichung 
‚BE gr dE_„ADE_g 
p Op” Pp op” p ALOE Ne? 
da die Substitution von K in die erste der beiden Gleichungen 
vermöge der eben für E gefundenen Bedingung auf eine 


Identität führt, oder wenn 








| Bm 
gesetzt wird, 
DER Med. CE N 
Op AD 


und ähnlich folgen für jeden Werth von » aus den für die 
Existenz eines kinetischen Potentials aufgestellten nothwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen für K, welches die 
Ableitungen der Coordinaten bis zur 2» Ordnung hin ent- 
hält, die Bedingungen, denen der Energievorrath unterliegt, 
dessen Ableitungen in den Coordinaten sich nur bis zur 
2v — 1" Ordnung hin erheben. 

Um endlich noch das Energieprincip für den Fall zu 
untersuchen, dass die Zeit # ın dem kinetischen Potential 7 
und in den Bedingungsgleichungen nicht explicite vorkommt, 
die letzteren aber die Coordinaten und deren Ableitungen bis 
zur u“ Ordnung hin enthalten, also in der Form gegeben sind 

RB (%,, Y;,?; %,, Y,, 2, SE 2, ym, 2) er Ö, er 
I @ Yo do 5 Ya 3 9 y,2) — 0, 


gehe man von den oben hergeleiteten Bewegungsgleichungen 
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aus, multiplieire dieselben mit x/, y/, 2 und nehme die Summe 
nach i von 1 bis n. Da nun die Üoefficienten der A genau 
die Form der linken Seiten der Bewegungsgleichungen haben, 
so wird sich der früheren Entwicklung gemäss, wenn mit 
Rücksicht darauf, dass Fr, —= 0 ist, 


N 











amd. orN ai OF, 
— i %; eo —5) AA 
> Ox; dt o« Syrem 0x) 
& OF du a.H" 
—— i 2 ( EHI + (— 1)" 1 —— a) 
- 02; ai 02) 


Be iA — — — — 
r 0% dt ai 


ee id — Leah 
sr dt ER 








Y.y8 3, w. 4.3 (1) ik ; 
2 RP) 3 yr _ I le 


Koenigsberger, ln d, Mechanik, 5 
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gesetzt wird, die Beziehung ergeben 


dE d de 


a y 7 14 & 2 
a2 (Gut Ry ts) tagt Ange 
1 





oder, wenn die äussern Kräfte Null sind, 


dE 2... dE, BE, 
a a me 


Da nun unabhängig von den Werthen der A sch E=h 
ergeben wird, wenn 


AL 
IE IE LNT, Lt 


sind, so folgt, 





dass wenn die von t freien Bedingungsgleichungen von den 
Coordinaten und deren Ableitungen bis zu einer. beliebigen Ord- 
nung hin abhängen, das Princip von der Erhaltung der leben- 
digen Kraft bestehen bleibt, wenn .die oben definirten Grössen 
&,,&,..., &, vermöge der Bedingungsgleichungen und deren 
nach t genommenen Differentialguotienten in Constanten über- 
gehen. 


So wird für u—=1 die Reihe der Bedingungsgleichungen 
F\ (X, Yı, ki, X, Yyi, &;) === D3 A Per En [x Yi, fi I, Yi, 2%) ==) 


für das Bestehen des Energieprincips verlangen, dass diese 
Gleichungen die Ausdrücke 


N 


! ‚oR% ‚eF; org 
Set tee 


1 


zu Constanten machen, was z. B. der Fall sein wird, wenn 
die Bedingungsgleichungen in Bezug auf «/, y/, 2/ homogene 
Functionen darstellen. 

Sind die von t freien Bedingungsgleichungen als lineare 
homogene Gleichungen in den Variationen der Coordinaten 
und deren Ableitungen, also für das nicht holonome System 
in der Form gegeben 
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= 08, 4+ 9, 9y,+%,92, 4 fi, dw, tp% Iy,+ Wi) 92,4 

+29 840 + auf + ui aa] = 9, 

(k—=1,2,...,m) 

worin die Cofficienten der Variationen gegebene Functionen 

der Öoordinaten und deren Ableitungen bis zur u‘ Ordnung 

hin bedeuten, so werden wieder die wirklichen Veränderungen 

auch virtuelle sein, und daher diese Bedingungen in die 
Differentialgleichungen übergehen 


Diet t Yu an HOHER HEN + 
> + + 0 + yet pl) + td pw) — 0, 
(1 2m) 


welche jetzt an die Stelle der früheren Bedingungsgleichungen 
F, = 0 treten werden. 


S 8. 
Das erweiterte Gauss’sche Prineip vom kleinsten Zwange. 
Bildet man den Ausdruck 














u DA (tt 0) 
0 doH d’ 2 
+B:(7,, Re Oy. Ee Fuer? )% de a ay” a) 
doH d’ 2 
ah ee dt 82‘ Zi "rar: I dt’ = m — 8) 1 


worin A;, B;, C; zunächst noch willkürliche Funetionen von {, 
den Coordinaten und deren Ableitungen bis zur 2» — 1% Ord- 
nung hin sein sollen, während die ®;, R;, 8; in gegebener 
Weise von eben diesen Grössen abhängen, und sucht man das 


Minimum von M, wenn man diese Grösse als Function der 
b* 
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zer, y2r, 22”) betrachtet mit Beibehaltung der Werthe x, Y,,2,, 
T T ı ı % ® 
E,Yı, &, 2, ar D, yarD, 2@’D, so wird sich als nothwen- 


dige Bedingung 


lo art Bu 0) 


o®H ar) 22») 
Kram VER ONNTE) 2 : o en: FROFFCh: ) 














3 döH d oH 
a) Ale ln a) 
0? H V v) y 
ars IR ee ER Ve ae ER: 0 ds ) 
döH de oH 
ri ln DE Su 


0®H Dei, 0H 
OT ga) 9 San Se 
er 0) MER 02 ayN Kae PESSKE>dL rn )) k 


ergeben, da «@”, y@”, z@” nur in den Posten 
DH. Eu ah 
ar 0? da oyN’ Ar 92 











und zwar mit den Üoefficienten 


0®H 0®H 0®H 0®H 0®H 
N a et ee er 


behaftet vorkommen. 
Soll nun diese Gleichung in die Bewegungsgleichung (5) 
des $ 4. übergehen, so muss, wenn i von r verschieden ist, 
DT OH. 0®H 
) 02 9x 7 ayoy) 7% 02) 920 Dark 





ferner für gleiche oder ungleiche © und r 

(4) a or, 
ee 

und endlich 
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1 St 1 
den) ap BY gp 6=--V or 
PEYGE 0 yo? 0207 


sein, und es wird dann für ein Minimum des Ausdruckes 





ı|/oH daH ‚® 9H FH Er, 
6) UN! (at te) 20) ei 
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dt” 9a) 








0x" 

oH=N dach: ® oH 2 (—1)” 
I a) an 
yo 

oH döH „® 0H 2-1 
ee! 10 250 8) gr | 


die Beziehung bestehen müssen 








ar dar 
>H | 
ne ., eye” 


welche mit den oben bezeichneten Bewegungsgleichungen über- 
einstimmt, da unter Beibehaltung der Werthe «,;, y;, 2 und 
deren Ableitungen bis zur 2» — 1‘ Ordnung hin die Varia- 
tionen da”, öy®”, 622” ebenfalls den Bedingungsgleichungen 
(2) des $4. Genüge leisten und somit als virtuelle Ver- 
schiebungen betrachtet werden dürfen. Um aber zu sehen, ob 
der Ausdruck M in der That ein Maximum oder Minimum 
erleidet, bilde man unter der Annahme der Gleichungen (3) 


und (4) 
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ea DE BR ran 9) 62 2 








oH OH... RN 32,8 
een 

oH doH v 
a, ERIK, it 2,55 S:) 0°2; i 








HH ER (an 
a Se. = ar N, 


und es ergiebt sich somit, dass, wenn für OM=0, also 
während des Verlaufes der er 


(«) by % For Gr big öy m. (= 1) 








d ao 


stets positive Grössen sind, dann 60?M >0 und M positiv, 
und wenn diese Grössen negativ sind, 9 M<0O0, aber M 
negativ ist, daher der absolute Werth von M stets ein Minimum 
erleidet. Es folgt somit, | 


dass der absolute Werth des Ausdruckes M der Gleichung (5) 
unter allen Werthen von x”, y@”, 2,2” mit Beibehaltung der 
Werthe ©, Y, &, %, Yı, dm, ya, 2er D für 
diejenigen einen Minmimumswerth annimmt, welche die La- 
grange"schen bewegungsgleichungen befriedigen, wenn die Diffe- 
rentialguotienten des kinetischen Potentials den Bedingungen (3) 
und (4) genügen — was der Fall sein würde, wenn dasselbe 
eine gamze Function von 9, yP, 2,” st, in welcher nur 
Potenzen der einzelnen Grössen, nicht Producte verschiedener 
vorkommen — und die Grössen (a) während des Verlaufes der 
Bewegung stets dasselbe und ein gemeinsames Vorzeichen be- 
halten; wumter diesen Bedingungen besteht also die Aegwivalenz 
des Princips vom kleinsten Zwange mit dem erweiterten d’Alem- 
bert’schen Princip, also auch mit den Lagrange’schen Be- 
wegungsgleichungen der ersten Form, 


Das erweiterte Gauss’sche Princip vom kleinsten Zwange. re 


Für v—=1 wird, wenn in dem kinetischen Potential die 
actuelle von der potentiellen Energie getrennt ist, 


N 


1 [2 9 
nn ma ty ta) — 7, 
1 


worin Ü nur von den Coordinaten abhängt, es sind also die 
Bedingungen (3) und (4) befriedigt, und die Grössen («) 
nehmen sämmtlich den Werth », an, so dass in der Mechanik 
wägbarer Massen der positive Ausdruck 


1 RAU 5 EAU 2 


4 


ein Minimum annimmt für diejenigen Werthe von x/", y/,2/', 
welche durch das d’Alembert’sche Princip 


ID: (me — Q.) 0%, +- (m. Y; Re 
1 : 4 


definirt werden, wenn für alle verglichenen Werthsysteme die 
Werthe von &,, Y;, 2;, %, Y;, 2; beibehalten werden. 

Ist das kinetische Potential wieder als Function der u 
freien Coordinaten p,, Ps, - --, Pu gegeben, und bildet man 








ROH @ ©H ; 
en et ler dp 2 
so ist unmittelbar ersichtlich, dass die Lagrange’schen Be- 
wegungsgleichungen der zweiten Form der positiven Grösse 
M den Werth Null ertheilen. 
Ist das von dem Anfangspunkt als Centrum auf einen be- 
weglichen Punkt ausgeübte linetische Potential 


H=—T+4W(r,r,r",...,r"), 
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worin die lebendige Kraft 7’ ganz allgemein nach $ 3. 
für ungerade v» durch 


T=-— [1A + DIA He 
v1 


a) ; ee ae 








für gerade v durch 
T=- — Sl1P Aa + YA + 
+ (— ie" It 
definirt ist, so wird nach (2) des $ 2. 


oW x 


oH 
eu () Aa LANE 
FR) Aa Zr Fr? 
oH | oW y 
ne Fr AV () SEEN, 
oH oW 2 
al (*) RL, 
a 
und somit 
OS Her Wiy 09H 0 Were, 
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OFF Or TO 


Sollen nun die durch die Gleichungen (4) ausgedrückten 


Bedingungen erfüllt werden, so muss nr — 0, also 


V= 9) (73 2 r., a 20) 2 9 (r, r, u 7 rm 


sein, und da die Grössen («) dann den constanten Werth A, 
annehmen, so wird in diesem Falle das Gauss’sche Prinecip 
des kleinsten Zwanges bestehen für 


Das erweiterte Princip der kleinsten Wirkung. 








1 oH doH 2 
en ee 0) 
cH deH d’ 2 
ler le 
oeH doH ach 
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für den freien oder Zwangsbedingungen unterworfenen Punkt. 

Da das kinetische Potential des Weber’schen (Gesetzes 
in Bezug auf r’ vom zweiten Grade ist, so existirt das erweiterte 
Gauss’sche Princip des kleinsten Zwanges unter den oben auf- 
gestellten Bedingungen für das Weber’sche Gesetz nicht, wenn 
der angezogene Punkt Zwangsbedingungen unterworfen. ist. 


Se: 
Das erweiterte Prineip der kleinsten Wirkung. 


Unter der Annahme, dass das kinetische Potential A 
auch die Zeit ? explieite enthalten darf, liefert, wenn Anfangs- 
und Endwerthe der Coordinaten sowie deren Ableitungen bis 
zur v — 1" Ordnung hin und ausserdem auch die Durchgangs- 
zeit der verglichenen Bewegungen variiren können, eine be- 
kannte Formel der Variationsrechnung die Beziehung 


> 





döH „@ oH 


p ls u dt + [H6t], 





oH d De eo ’ 
+ >  dtön” op, Kur (—1)’- —ı dp a 2) (dp — Ps on 
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und man erhält aus dieser wieder, wenn man die Variationen 
der Coordinaten und deren Ableitungen bis zur v» — 1'” Ord- 
nung hin verschwinden lässt und dt = dt, = O setzt, also für 
die verglichenen Bewegungen wieder dieselbe Durchgangszeit 
annimmt, für den Fall, dass die Herta Gleichungen 


OHNE Bel ’ 


erfüllt sınd, 


@ oH 
dr’ op") ge: 


ee [Era 


und unter der Nat) Han die äussern Kräfte P, nur 
Funetionen der Zeit, nicht der Coordinaten sind, die frühere 
Form des Hamilton’schen Prineips | 
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u 
fi (v8 2) De 
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Setzt man die Gleichung (1) mit Benutzung des Aus- 
druckes (4) des $ 7. für den Energievorrath E in die Form 


(2) fan [EN tt 


(dp —p, N) dt +|Eöt], 
Ba 
Se ar 


so werden für die Functionen p,, Ps,..., ?. von £, welche der 
wirklichen Bewegung entsprechen, die in der Form 
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dr" 
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enthaltenen Gleichungen erfüllt sein, andererseits wird, wenn 4 
die Zeit t nicht explieite enthalten soll, nach dem Energie- 
princip die Gleichung bestehen 


Bon+ Dt [Pau 


worin h während der normalen Bewegung eine Constante ist, 
und es wird somit die Gleichung (2) übergehen in 


(3) fe [Srm-n dt) dt 


to 


es Fe S sP,p,dt Jar), + te], 
I net) +4 Denn] 


-[$» u. :P,p/ nn p at| 


Se el elt- 


ocH 3 
+ En 5 I 


Betrachten wir nun die Variation 

















ofuar 
to 


unter der Annahme, dass das Energieprineip nicht nur für die 
normale Bewegung, sondern auch für alle mit dieser ver- 
glichenen Bewegungen gilt, so muss die Variation der Zeit 
aus dem Grunde mit in Rücksicht gezogen werden, weil nach- 
her auch die Beibehaltung nicht bloss des Princips der Energie, 
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sondern auch der Constanten der Energie gefordert wird, und 
deshalb, wenn die Willkürlichkeit der Variation der Coordi- 
naten auch weiter bestehen soll, wegen des Hinzutretens einer 
neuen Gleichung zwischen diesen Variationen die Variation der 
Zeit zu Hülfe genommen werden muss, so dass also auch 
die Durchgangszeit nicht, wie beim Hamilton’schen Princip 
dieselbe ist, sondern verschieden bei der normalen und den 
verglichenen Bewegungen. 

Fasst man nun in bekannter Weise alle Grössen als 
Functionen einer nicht variirbaren Grösse u auf, so wird, 


dt ‚ | 
wenn „, —t gesetzt wird, 


ofEa fi Bau forma —fröHan + Börau 
io Un Uo Yo Uo 


oder nach dem Energieprincip 


fra for dt fl +2 feo.a0) dt du 


_ fe» rm fie p,dt)ötdu 


to 


sein. Da aber 


Slewayera- [JP.v, at: si 2 (fpoa)orau 


Uo Uo 


-parar ai] -[eaiaca 


ist, so erhält man 


fra-forar nam +| Pur dt. | 


fen: öt-.dt, 
1 


fo 
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und zieht man diese Gleichung von (3) ab, so ergiebt sich 


t t 


(4) fu ma / ora Hf Drama 


to 
10 
oH d#cH t 
+ Et] 
Y o 
Mu [a 
OH doH t oH t 
Ni, FB an ee A ‚ m | 259er) 
+2; (Gr Fr Jr | + > 30% °P, |; 
ii 1 8 = 


und diese Gleichung stellt das Princip der kleinsten Wirkung dar. 

Sollen die Coordinaten und die Ableitungen dieser Grössen 
bis zur v — 1” Ordnung hin für t, und t bei der normalen und 
den verglichenen Bewegungen dieselben bleiben, so geht das Princip 
der kleinsten Wirkung über in 


t t 


t 
u 
fu ma f onat4 DD} B,öp,.dt, 
R 
5 


to to 


und wenn äussere Kräfte nicht vorhanden, also für die normale 
Bewegung das Energieprincip durch E=h dargestellt ıst, die 
verglichenen Bewegungen aber der Annahme nach. wiederum dem 
Energieprincip, nur mit ewmer amderen Energieconstanten ge- 
wügen, in 


fa ma — At anoh 


Setzt man endlich noch fest, dass die Constante der Energie 
für die normale und die verglichenen bewegungen dieselbe sein 
soll, also dh—= 0, — was erlaubt war, da wir auch die Durch- 
gangszeit varlirten, — So ergiebt sich das Princip der kleinsten 
Wirkung in seiner einfachsten Gestalt 


t 
of(H— E)dt=0, 
bo 
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worin hier sowohl als in den früheren Gleichungen unter H— E 
der in den Coordinaten und deren Ableitungen oben definirte 
Ausdruck 


u 
ak: d a 
ee: Fa 


u 
„io d oH a BES, 
Ö 
(v 
Be 


zu verstehen, und als Bedingungsgleichung für die Variationen die 
Gleichung 








E=h 


aufzufassen vst. 
Für die Mechanik wägbarer Massen ist nach der Definition 
von E 


und da 


NT 


worin, wenn v, die Geschwindigkeit des »" Punktes bedeutet, 


N 
1 
a >! 2 
Wr) 
1 


für holonome Bedingungen, welche die Zeit Z nicht explicite 
enthalten, eine homogene Function zweiten Grades in 9,', 
Pay: +, Pu ist mit Coeffiecienten, welche so wie U Functionen 
von P1,Ps,---,Pu Sind, so wird 


vr ma NH 


1 
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sein, wenn do, das Wegelement des +‘ Punktes bedeutet, und 
es wird somit das Princip der kleinsten Wirkung (4) durch die 
Gleichung 


t t 2 
n ® u 
(5) f Dmnac for | Droma 
is 2 2, iu i 
u t 


a7 
+ ARTT Zu 


dargestellt, welche, wenn die äussern Kräfte sämmtlich Null 
sind, in 


t 
N u t 
7B3 m,;v;do,;,—= (t— 1) Oh +8 - on. 
1 1 . L, 
F i 


übergeht. Setzen wir nun fest, dass die Coordinaten des Systems 
am Anfange t, der Bewegung und zu der beliebig gewählten End- 
zeit t keine Variationen erleiden, dass ferner die Variation von 
h verschwindet, was, wie unmittelbar ersichtlich, damit identisch 
ist, dass die verglichenen Dewegungen am Anfange t, mit der 
normalen dieselbe lebendige Kraft besitzen, so werden die La- 
grange’schen Gleichungen äquivalent sein dem durch die Gleichung 


Li 
(6) of. >: m,v;do, —= 0 
| 1 
bo 


ausgedrückten Princip der kleinsten Wirkung. Lassen wir aber 
die Annahme fallen, dass die äussern Kräfte sämmtlich ver- 
schwinden, so wird nach Gleichung (5) unter der Voraus- 
setzung, dass die Coordinaten am Anfange und Ende keine 
Variationen erleiden, dass ferner der Energievorrath des Systems 
bei den verglichenen Bewegungen sich gegen den der normalen 
Bewegung ändern darf und zwar so, dass derselbe in dem Maasse 
abnimmt oder wächst, als die Kräfte P, für die Verschiebung 
öp, negative oder positive Arbeit leisten, das Princip der kleinsten 
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Wirkung, da wegen der Aenderung des Energievorrathes die 
Zeit nicht varıırt zu werden braucht, wiederum durch die 
Gleichung (6) dargestellt sein. 

Es ist aber noch wesentlich darzulegen, in welcher Weise 
die in dem Prineip der kleinsten Wirkung 


@) fa ma-o 


enthaltene Variation, für welche wegen Beibehaltung der Energie- 
constanten auch die Zeit ? zu varlıren ist, ausgeführt werden 
muss, um auf die diesem Prineip äquivalenten Lagrange- 
schen Gleichungen geführt zu werden, und zwar soll dies 
wieder an der Weber’schen Kräftefunction 


u 
We (1 a: =) 
gezeigt werden, für welche das kinetische Potential 
mM ‚ ’ r mm, 
B-—Z@ 449) "Altn), 
und die Energie, wie oben gezeigt, 
BEL 38}; 2 Pa URE 
ist, so dass die Gleichung (7) in 


2 
mm mm, Tr 
ua + 4 








t 
flat +) + a0 
to 


übergeht, und die Variation so zu nehmen ist, dass die Con- 
stante der lebendigen Kraft sich nicht ändert, also die Be- 
dingungsgleichung besteht 


ee) an Aa 


Fassen wir nun alle Variabeln als Funetionen einer Ver- 
änderlichen « auf, und setzen 
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dr 
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so werden die beiden Gleichungen (8) und (9), wenn 
10) rm, at ++ —N 
gesetzt wird, in 
(11) Ö fi N. — du = — 0 
und 


(12) VNdu=YMat 


übergehen, und die Elimination von dt zwischen (11) und (12) 
wird die nunmehr auszuführende Variation liefern 


(13) of] VM. VNdu—0. 


Da nun diese Gleichung nach der bekannten Transforma- 
tion der Variationsrechnung die Gestalt annimmt 
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so werden, da der Punkt ein freier ist, die drei Gleichungen 
bestehen 























oyMN _dOyMN _\ 

Daun aulı am ur 

oyMN doayMN _ 
(15) oT TER Pa En Ö 
oyMN _dOyMN 9 

02, ER TA 


Nun liefern aber die Gleichungen (10) die Ausdrücke 
DUEHN yM ee 3mm; 5 m, ‚ rn) VN mm, 
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Koenigsberger, Principien d, Mechanik, 6 
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oder mit Hülfe von (12) 


























Ox, 2y 
DRUNEEN, , 22mm 
Br 2.0: Im SF kr? Lr ’ 
und da 
d oyMN dt doyMN YN doyMN 
du 00° dud 0  YMdi 90 ’ 


so geht die erste der Gleichungen (15) in 


„ mm, MM, 2 2mm, v 
ME ne bahn 5 0 Be Ra 


über, und es nehmen daher diese drei Gleichungen die noth- 
wendige Form der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen an 
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Geht man von den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 
der ersten Form aus und nimmt z. B. die zu den Coordinaten 
x und y gehörigen 


d oH 
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multiplieirt dieselben mit y, und &, und zieht sie von einander 


ab, so = 
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und es geht somit die Gleichung (3) in 


(5) Yen Senulends a u 5 er A 

















at 7" oy, du Köc 
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über, oder endlich, wenn nach © von 1 bis » summirt und ferner 
angenommen wird, dass 


6* 
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OA ROH 
DI itwiR)-o, 


(7) N (2, R,— y;Q,) Ta 
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(3) Dia pa—Yı fo.) Ti u, (e=1,2,---,m) 
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durch Integration nach t das Flächenprincip 
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worin c eine Constante, und die linke Seite dieser Gleichung ein 
Differentialausdruck 2v — 1" Ordnung ist. 
Fürrv=1 und H=—T-—U geht diese Gleichung in 


n 
>! mil — Yıi) = C 
1 


über, und die geometrische Deutung dieser Gleichung gab dem 
Princip seinen Namen. 

Die durch die Gleichung (6) bedingte Form von H lässt 
sich aber leicht finden, da diese partielle Differentialgleichung 
auf das totale Differentialgleichungsystem führt 


ae, a 
= Hs Polen a7 Nur) 
Rn N 
dy“) d yo da) d «ei 
Be; RO) yo yo 


dessen Integralfunctionen sich darstellen lassen durch 
for +, a Ye, af Ye yi 
WE EP N 
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so dass alle dem Princip der Flächen für die Coordinaten & 
und y genügenden Formen des kinetischen Potentials durch 


EZ NN, DET TYIDYN ED, 0 
Gl 2m enar Ss One) 
dargestellt sind. Wir finden somit, 


dass für ein kinetisches Potential der Form (10) für den 
Fall der Gültigkeit der identischen Gleichungen (T) und (8) das 
Princip der Erhaltung der Flächen in der durch die Gleichung 
(9) dargestellten Form gegeben ist. 

Da das kinetische Potential des Weber’schen Gesetzes 
durch den Ausdruck 


a RN a an. mm, (ee +yy' +22”)? 
Een u kr or er (+ et) 








?—y?+ 22 
gegeben ist, so gilt somit der oben definirte Flächensatz für 
‘ die drei Coordinatenebenen. 
Um das Prinecip der Flächen für die zweite Form der 
ae ER Se oe wird man 
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mit 9, resp. p, multipliciren und von einander abziehen, wo- 
nach man erhält 
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Pr öp, Pr 9p, (Dear a P * dt Op, 


® 9H ®- oH 
a A OH Ip ap, 
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oder wiederum mit Anwendung der oben entwickelten Be- 
ziehung (4), wenn der Ausdruck für das kinetische Potential 


der Gleichung 
SS Swi-wi)- 
n % op\) 4 op‘ (s) 
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identisch genügt, und die äusseren Kräfte der Bedingung unter- 
liegen 


> (e.P—mP,) —=(), 


KA 2 


worin die auf x und A bezügliche Summe sich auf alle ver- 
schiedenen Werthezusammenstellungen der Zahlen 1,2,..., u 
erstreckt, das FPrineip der Flächen in der Form 


3 Senn en Een Ei 


nAml,2,,u 1 


Multiplieirt man die Gleichungen (1) und (2), en denen 
der Index ; durch x ersetzt werden soll, mit y und x, zieht 
dieselben von einander ab und bemerkt, dass 
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so ergiebt sich 
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Summirt man nunmehr nach x von 1 bis » und macht wieder 


die Annahme, dass 
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ist, dass also, da die Functionen 9,, und fs, die Ableitungen 
der Coordinaten nicht enthalten sollten, diese selbst verschwin- 
den müssen, so wird sich unter der Voraussetzung, dass der 
zweite Posten der so umgeformten Gleichung (11) ein voll- 
ständiger nach # genommener Differentialquotient ist oder dass 
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ist, eine asselsichtng ergeben von der Form 
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worin e<v, und welche als eine weitere Verallgemeinerung 
des Prineips der Flächen angesehen werden darf. 

Wir können nun zunächst von dem Falle g = O absehen, 
weil die Gleichung (12) eine Identität von der Form 


SI@: a 


d 
ERS PR 1 ‚ 1 / 1 
= Fl Yo TD Bar ) 


ED Der Diäten 


erfordern würde, welche in der Mechanik wägbarer Massen, 
also für v—= 1, wenn 
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gesetzt wird, in Ä 
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überginge und somit nicht identisch befriedigt werden könnte, 
wenn nicht F' eine Constante ist, so dass diese Gleichung in 
die frühere Bedingungsgleichung (6) übergeht. Wollen wir 
also eine Ausdehnung des oben entwickelten Prineips der 
Flächen suchen, welche auch für die Mechanik wägbarer Massen 
Integrale liefern kann, so wird eo >1 zu setzen sein. 

Für = 1 würde die Frage entstehen, wann‘ der Gleichung 
(12) gemäss die Beziehung 
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oder 
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identisch befriedigt werden kann. 


Da H die Ableitungen der Coordinaten nur bis zur v'" 
Ordnung hin enthält, so kann (14) nur identisch erfüllt werden, 
wenn 
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F also der reelle und H der von i befreite imaginäre Theil 
einer Function von x + yMi ist, und es müsste F' weiter 
noch der Bedingung unterworfen werden, der Gleichung (14) 
zu genügen, nachdem die in «+ und „”+% linearen Posten 
auf beiden Seiten derselben fortgelassen sind. Um diese Glei- 
chung zu befriedigen, ist es offenbar hinreichend, wenn all- 
emenslür 7 —0,1,2,...vund«—=il,)2.:0% 
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ist. Da aber F die Ableitungen von 2, nur bis zur » — 1% 


Ordnung hin enthält, so verlangt die Gleichung (16), dass 
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ist, es muss also F' von t,2,,2,,...,2” unabhängig sein 
und somit dasselbe nach den Gleichungen (15) für die partiellen 
Differentialquotienten von H nach «,, y, und deren Ableitungen 
stattfinden, so dass sich unter der Annahme der hinreichenden 
Bedingungen (15), die wiederum durch Functionen complexer 
Variabeln befriedigt werden, für F und H die Formen ergeben 


Elf + wi, Et, + 
Re nn —yi)l, 
(17) BIN, + yl, ut Wir. Wi) 
ER : wi) 
A Aa 


worin f und f, beliebige reelle Functionen ihrer ne 
bedeuten. 


Für die durch (17) dargestellte Form des kinetischen Potentials 
ist also die Erweiterung des Princips der Flächen durch die 
Gleichung 


a —4 
S > Br > Fe: N (A) a oH 
(18) ( 15 ( 1) x, u En dr Eu da 


HEN 











gegeben”). 


*, So wird z. B., wenn 
14 “ 77 m. ‚ ie n Pa 
% @ +YMD’ la +Y 0) — (U 4 Y d)(Ü 4%)” 
Rd + de 
+ 2’2"°+ 2,72 2 
— (BB —YyY)Yyaz + 2%, Yılla! — Ya (le —Yp ”) — 20 U Yo 
+2’ °+2 24%), 


also 
1 » „H ! [4 „ #1 
- [td td — (td +) 
Hm Ye N) le ya 
= (M’—Y)a — 2 YY — ui —-Y% N) + 2y Ya 
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Aehnlich kann man die Bedingungen für das kinetische 
Potential untersuchen, wenn og =2,35,...,v angenommen wird. 
Es ist leicht zu sehen, dass die erste für das Flächenprineip 
gefundene Form (9) in den jetzt aufgestellten Integralglei- 
chungen (13) nicht enthalten sein kann. 


Stt1 


Das erweiterte Prineip von der Erhaltung der Bewegung des 
Schwerpunktes. 


Unter der Voraussetzung dass, wenn die Zwangsbedingungen 
des Problems in endlicher Form gegeben sind, diese nur von 
den Differenzen gleichartiger Coordinaten abhängen sollen, also 
Im —i,—n, yMaıyz mög, 

(4, =0, =: =d3,-=t, 
worin p, q, r willkürliche Grössen bedeuten, als virtuelle Ver- 


rückungen betrachtet werden dürfen, oder dass in den La- 
grange’schen Gleichungen der ersten Form 


2tu=0, gut, Zu (el 2m) 


ist, gehen aus den Gleichungen (6) des $ 4. die Beziehungen 
hervor 


gesetzt wird, die Gleichung 


2 
+1) 0H (r+1) 5) - dF 
>: > (= TERRA EV 


wie unmittelbar zu sehen, identisch befriedigt, und die Integralgleichung 
(18) lautet dann 

2, (YYs —& %) + 2Y: (Ka Ys + Y %) + 2ys (RU Ya — Yr %e ) 
42%, (Ya Ya — Lg % )+ 20 (ya) — Ayy %g Ya 

+28, (&% —YYyı) — 2% Gy I Yı a)=0. 
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1oH a 12H @ Ian 
Te PS Fran an su! I}, 


dt” 








n 


SP d 12H d SI 0H J 
(1) Sun at Aa an ED EB 3: 


SAH a 10H 


- Den at +17 dr FR N! 5, 


Sei nun H, eine beliebige Function von t, &,8,..., 8, 
NN, 5, ,...,$9, worin &,n, & zunächst noch will- 
kürliche Functionen von resp. %,,...,2,5 Yı,..., Use 
sein sollen, so folgt aus AN 2% des Hülfsatzes 2. 


























oH, d oH, d’ 

02, di dw) urn er ler Er 
ROH; d oH, Dr N BO 
- (3 — dt 08 ae ar 0Er))/ 0x, 


und durch Summation nach < von 1 bis » 








10H, a 10, da’ 10H, 
ee wi; 
fo, BORN a Re 
(2 ET ns IE 


und die beiden entsprechenden für die anderen Coordinaten, 
so dass sich, wenn die &, n, & der Bedingung unterworfen 
werden, dass 

(2) 10 _ a, ME—1 


e77 i 2y, j "Da, 











oder 


Ee=m+ 0 (m — My... In — a), "=y+ 8 (Yyı— Yaz..-,Yn— Ya), 
22, An — 22h) 





ist, worin A irgend einen der Indices 1,2,...,» und ®,, ®,, @, 
willkürliche Functionen bedeuten, die Beziehungen ergeben 
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om dom war 
08 dt 08 a de 980) 
_ 102, le 10H, „@ 10H, 
"De, dR/ art) dir Dr ’ 
oH, RN Bach 











on di on a N 72 ar on) 


(8) 





TH 1, | 
x ET dt BORN + (— 1) 
1 








0Y, ey’ 

oH, _doH, @ om, 
BESIEEI 22 cH, @ 10H, 
a NEN 


Ist num das kinetische Potential H von der Form 
(4) H= BR, (t,& + 0101 — 9,5... %&n — 3%), 
Yı + @ (yı Fe Ya U), 
2 + up} (2 Tr Ar; .., In — 2), 
al ol, 2rtol.., 
+, Wa, +00) 
+ H,(t, 2, — 2, 0, — 9,2. ME, 
De Un 
De fh EN); 


worin H, und H, willkürliche Functionen ihrer Argumente sind, 
so wird einerseits nach (3) 


N !oB, 
© DE-43 A) 
oH, d 0, 


sein, nebst den entsprechenden für %;, 2, resp. n, &, anderer- 
seits ist, weil bekanntlich 





' 08, 
Ye Fe 
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10H, EREN DVEnal 
> ®, OBEN‘ Kan; (0) ? 29) 4 
6-0 LH2 030 ns 











124, nn 


(6) dx, 104 dat a ihr 


d’ 10H, 
dt’ ROT 











mit den I Gleichungen in den andern Re... 
so dass sich durch Addition der Gleichungen (5) und (6) 











Shin, a 10H @ 10H 
ae Au) ee 
- 0x, ans -+( )s dt’ AERO) 
Be du, „d@ oH, 
Wurde RR arm ) ar 9: ’ 


und daher nach (1) die Beziehungen ergeben 


oH, doH, @ 58, _ SI 
ee 


DH. No @ 9H, SI 
(2) Dad are ah el): mn 


dr’ 9 PRO) 














ee en er ER -I}5, 


und die hierin ausgesprochenen Beziehungen, wonach die Glei- 

chungen (T) bestehen, wenn H der Gleichung (4) gemäss durch 
H-H-+EH, 

gegeben ist, und &,n, € durch die Ausdrücke 

51401 (MR. & 7), NN Rs (YıYaz ..., Ya — Ya), 

=n1+09 (A — 2,5... nm — 2) 
bestimmt sind, sollen das erweiterte Princip von der Erhaltung der 
Bewegung des Schwerpunktes darstellen. 


Setzt man in der Mechanik wägbarer Massen, wenn 
Zm; = M ist, 
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n 
1 ı I ! 
ee Dim; (8? + y® + 2/9) 
1 
1 ’ ’ Mm; Mm, 
= m, +m,2, +-:4+m,2,)’+ > Br 





77% = (2 str en (Lt RE en 2) 
HI 


so hat, wenn U nur von den Differenzen der Coordinaten ab- 
hängt, das kinetische Potential 7 = — T— U die Form (4), 


worin 





H,= 2 - (ma +. +m,x, + my ++m,y,) 


+ (m, 2, REN nen 
und 
Er 7 (m, +... +m,z,), ae (my, 3 1, %,), 
mat + me) 


ist; dann sind aber &, n, & die Coordinaten des Schwerpunktes, 
dessen Bewegung somit nach (7), da 


BB=-—-3e+1+0 


wird, den bekannten Gleichungen unterliegt 


M TE =D d MT SR, MIR D}s, 


Wir wollen, um eine einfache Anwendung der bisher ent- 
wickelten mechanischen Principien zu geben, zunächst die Be- 
wegung eines von einem festen Centrum nach dem Weber- 
schen Gesetze angezogenen Punktes behandeln, die, wenn das 
Centrum die Masse m, und die Coordinaten &,, Y, besitzt, 
während die Coordinaten des beweglichen Punktes von der 
Masse m, mit &,, y, bezeichnet werden, durch die Differential- 
gleichungen beschrieben wird 
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RR oW d oW % 7% 
ira 5 a) r 
(— d er) Yı Ya 

or di Or lt: 





My = 


wobei die «y-Ebene durch das Centrum und die Richtung der 
Anfangsgeschwindigkeit gelegt und 


ra — 5’ + NM) 
gesetzt ist. Da aus dem Satze von der Erhaltung der 
Energie sich 
m ‚ ‚ m, m y 
N, 
ferner aus dem Princip der Flächen 
mia — BB) - My) u 
ergiebt, so wird durch Substitution von 
L—- =1rC008%9, -Y—y%y—rsind, 


wie unmittelbar zu sehen, 
Arm, 
Very 
dr, 
Velten) 
2r| — r 7m) — —; 
= Ti .) m: 


NETTE > 


De ————— rs dr 
(„+ m) ne 
1 


folgen, und daher das Problem auf elliptische Integrale zwrück- 
geführt sein. 

Nehmen wir nun aber auch das anziehende Centrum be- 
weglich an, untersuchen also die Bewegung zweier sich nach 
dem Weber’schen Gesetze anziehender freier Punkte, deren 
Anfangsgeschwindigkeiten der Kürze halber in einer Ebene an- 
genommen werden mögen, in welcher sich dann die gesammte 
Bewegung vollzieht, so wird für die 4 Bewegungsgleichungen 


i+c= 


und 
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mar (P_EWa-n, pP _ En 
a a Na ddr) > 

EA u -( — d er) Tr "9-45 Yy —Yı 
a \ dr dt or LEN mr er dt ör' r 


nach dem Obigen das Schwerpunktsprineip gültig und somit 

für dessen durch die Gleichungen 

m tm)=mat+mr, m +m)n=mYy + MY 

definirten Coordinaten 
a 
dt? 


d? 
sein, sich daher der Schwerpunkt mit constanter Geschwindig- 
keit auf einer graden Linie fortbewegen. Bezeichnet man nun 
die relativen Coordinaten der beiden Punkte in Bezug auf den 
Schwerpunkt mit &,, 71, &, 72, so dass 
Beh hehe, Hn—N 
ist, so gehen die 4 Bewegungsgleichungen, wenn 


&,° +. = 0", & ar ng DZ 0°, 





also 
nr em rm 
AN TEE a Er 
und 
Van WR 
mm 1’ mMt+m, 2 


gesetzt wird, in 
Brom 7a aW,\:5 
m; &ı (7, dt Fer 
Maw, ad 0W,\ & 
m; 55 (5, dt The 


über, und man findet somit, weil, wenn 











ER Wr 0d oW, N 
Be or dt ve) ; 
BES oW, _ d oW, Na 
Mg" (7. dt ar 


Se 











ne 





mhk m, k a 
m, + m, 7 mt+m h 


gesetzt wird, 


mM.’ 1 u 
wm: (14 ir) 
: z (m, + M;)” Q, Ar k,”)/? 


Mr: Ram 1 ( 0, ) 
Lt PEnis, (m, + m)” @& " An ku” 








ıst, 
Koenigsberger, Prineipien d. Mechanik. 7 
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dass für zwei nach dem Weber’schen Gesetze sich an- 
ziehende Punkte die Bewegung derselben um den mit constanter 
Geschwindigkeit auf einer graden Limie fortschreitenden Schwer- 
punkt in der Weise vor sich geht, als ob in demselben die Massen 
M,® m,? 
(m, + mg)” (m, + ms)? 
sich befänden, welche die beiden Massenpunkte m, resp. m, nach 
dem Weber’schen Gesetze mit den Constanten 


resp. 








Im +m, 2; 
anziehen. 


8 12. 


Transformation der erweiterten Lagrange’ Allan Bewegungs- 
gleichungen in das totale Ditterentialeichunie Zug von 
Hamilton. 

Sind die äusseren Kräfte P, sämmtlich Null, dann wird 
die zweite Form der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 








lauten 
oH doH d oH 
(1) op, ddp, A de dp” er (s=1,2,...,u), 


während die Energie E durch den Ausdruck definirt ist 


u 
Pro d oH 
(DEI HN rel art) 











u 
4 00H | oH 
0 (dar 2 Se 00) ni 
> dtop, wi op) 
Setzt man nun 
oH  doH BERNER ERO HH, 
ei en in, 


v—1 (v) 
dt op, 


DE OH Pa OH © MM 
(3) 1 095 diopy a Du), 








oH 
7” en 
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und berechnet aus diesen vu Gleichungen die vu Grössen 
2 Be, ZI Deren als Functionen von t, p,,P,,..., 2», 
Bo...,Q,,_,, Bo werden. sich’ die ne aus den u, der 
letzten der Gleichungen (3) entsprechenden Gleichungen nur 
als Functionen von »,,P/,...,2° =» und g,,_, ergeben, wäh- 
rend die andern, resp. in den Grössen pr+D, po+2,,.., p@>=V 
linearen Gleichungen die Werthe derselben als Functionen der 
sämmtlichen eben bezeichneten Grössen liefern, und die Energie, 
welche in den durch (3) eingeführten Grössen g die Form an- 
nimmt 
2a u u 
ET a A 
: | 


1 1. h 


wird, wenn wir die Werthe von £, H und P?, in welche 


diese Grössen übergehen nach Substitution der aus dem 
Gleichungsystem (3) berechneten Ausdrücke, mit (E), (H), 
(0%) bezeichnen, die Beziehung liefern 


M [% m 
A) ISERR we, Da (2) I -1° 
1 1 1 


Differentiirt man diese Gleichung partiell nach p®, worin 
i=1,2,...,v —1, so erhält man 


a (v) 
0 
2 Aut Gdsı—1ı 1% 2) dev—15 
op” on op” 


1 


und da, wenn die Klammern stets die Werthe der eingeklam- 
merten Ausdrücke nach Anwendung der oben angegebenen 
Substitutionen bezeichnen sollen, 


E BE K2(p 
ö(H) ei Es 108%) 
— —(l—. —— — og, 
2 p® 2 p® +27 r PD) 2 p® 2 p® > 2 p® Iev—1 


ist, die Beziehung 














KH EHN. 
Dr mn (229) wie 


$ 


7% 


Proz 
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oder da 
zn y re op rD u 3 man = FL e._ 0 
und daher 
(5) list (G 5 je a FG 4: 
Br- 
+12 rn 
ee 


ist, die Gleichung 


p) dgs; 
I 





während, wenn die Gleichung (4) nach p, differentiirt wird, 
nur der Posten g,_ı aus den .früheren Gleichungen heraus- 
fällt, und die Beziehung 


oe) _ (0H 
on. (00) 
vermöge der Lagrange’schen Gleichungen (1) in 


o(E) ee 
op, a 


übergeht, so dass sich » Gleichungen der Form ergeben 





o(E) da, 
(5) a = = .0=0,1,%..,9—1) 


Da ferner nach (4) 


(m) 
AG oH) — p@+D >! “ Iev—ı 
1 





09 09, 
(pP 


DIE 2) = ie 3% S 


ist, so ergiebt sich wegen der Identität des ersten und dritten 
Postens der rechten Seite 








Gov—ı 
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1 
DCEDEEN 90 
OO dt 





(6) 


und man erhält somit nach (5) und (6) 

das Hamilton’sche totale Differentialgleichungsystem von 
vu Differentialgleichungen erster Ordnung, welches für den Fall, 
dass die äussern Kräfte sämmtlich Null sind, den Lagrange- 
schen bewegungsgleichungen ägqwiwvalent ist, in der Form 











m) 442 _ 0m) aM m 
dd.  0q, 


a Ve lese ls 2), 


worin (E) den durch (2) definirten Werth der Energie bedeutet, 
wenn in derselben die aus den Gleichungen (3) entnommenen 
Werthe von 2», Dane, er ER als Functionen von t,p,, 
Day: PP DV, go Ir 3 4%,,_, msgedrückt eingesetzt werden. 
Für den Fall, dass das kinetische Potential nur die ersten 
Ableitungen der Coordinaten enthält, gehen, wie unmittelbar 
zu sehen, die Hamilton’schen Differentialgleichungen in das 
System der 2u simultanen Differentialgleichungen über 


BE Na 122, INN EB) 


dt op,’ di Bde 
worin (E) den Ausdruck 











darstellt, wenn in denselben für p} die aus den u Gleichungen 
om _ 
ET 1g0 


sich ergebenden Werthe als Functionen von £, p,, Q,0 ausgedrückt 
eingesetzt werden. Ist wiederum die actuelle von der poten- 





tiellen Energie getrennt, also H=— T— U, so geht die 
letzte Gleichung in die u in p1,P2,- .., 2. linearen Gleichungen 
oT 
erEL } 00 


0P, 
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über, wobei 
E=-T—U 
ist. 
Aus der Form der Differentialgleiehungen (7) ist un- 
mittelbar ersichtlich, 


dass auch der Multiplicator des erweiterten Hamilton’schen 
Systems eine Oonstante ist, und daher der bekannte Jacobi'sche 
Satz vom letzten Multiplicator seine Gültigkeit behält, 


und ebenso zeigt der Poisson’sche Satz für das Differen- 
tialgleichungsystem (7), 
dass, wenn 


PD Dan 2 Da dan Teer Se 
und 


DD ,D, 2: Dan Dr ae 


zwei Integralfunctionen des Differentialgleichungsystems (7) 
‚sind, der Ausdruck 


= 
Da 
() (0) 
- lön® OIr0 0 ALTE 

ebenfalls eine Integralfunetion jener Differentialgleichung dar- 
stellt. 

Es mag endlich noch ein Satz über die Natur der Inte- 
grale der erweiterten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen 
hinzugefügt werden. 


Sei das kinetische DOSnEnı H, eine algebraische Function 
von t,9,Psy=:-, 2, welche der Gleichung genügen möge 


(8) H° ar 1 (b,2,,2,, ) 2,9) His TEE 
HE DD el 

worin 9,,F9,...,rg rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten, so sind die Ableitungen beliebiger Ordnung 
von H, nach den Coordinaten und deren nach der Zeit ge- 
nommenen Ableitungen rationale Functionen eben dieser Grössen 
und von AH, selbst, und es können somit die Gleichungen (3) 
in die Form gesetzt werden 
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Reo (&, I,01,2,5 +... 2.’ 9) = Geo 
(9) Roi (t, Drde 0 .., AN 7,901 


Rov-ı(, H,,P,, 2 CL 2,9) — dev—1j; 
worin Roo,..., Ro»—ı rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten, von denen die erste in p,@’=-D, die zweite 
in 9%@=2,..., die vorletzte in 9,”+% Jinear ist. Die Elimi- - 
nation der u + 1 Grössen p® und H, zwischen den u + 2 
Gleichungen: (8) für 7= H,, den u Gleichungen 


Ror-ı (t, H,,P,; PB; 2) — dor—ı 
und der Gleichung 


IM [R | IM 
(10) E—H, — Dp Dr 0 — Dep Rei a Dt, 


worin E, den vermöge der Gleichung (2) dem A, eindeutig 
entsprechenden Werth von E bezeichnet, liefert (E,) als Lösung 
der algebraischen Gleichung 


(11) (E)”+ t, (t, Ps, Ds, neh, Qs0) si; ...; u) CE) SE —... 
+t,(t, Ps, Ds; N, 150, Qs15 SR, ) —— Ö, 


worin Tı,..., t, rationale Functionen der eingeschlossenen 
Grössen bedeuten. Werde nun die Gleichung (11) als irre- 
ductibel mit Adjungirung der Grössen t, pP, Ps, .- .,; PD, 
4s0> Asiy - - -, Q»—ı vorausgesetzt — weil wir sonst denjenigen 
irreductibeln Factor derselben, welcher die Lösung (E,) besitzt, 
statt der Gleichung (11) substituiren würden — und werde 
angenommen, dass das Hamilton’sche Differentialgleichung- 
system (7), worin E durch E, zu ersetzen ist, ein algebraisches 
Integral 
2b Da Pay: DO T®s Iso Bs1y + + 47 I) I 

besitzt, worin « eine willkürliche Constante bedeutet, und die 
Integralfunetion ©, die Lösung einer mit Adjungirung von 
BB ENN dd, e dene  rreductibeln 
Gleichung | 
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(12) o"+ fi ((EI, 6, Ps, Per. DD, 950, 1, , nı)a" Ir: 
+ fm ((E,), L, DIDI DI er, Qs0, dsi5 ...,; der) = 0 


sein mag, in welcher fi, ..., f„ rationale Functionen der ein- 
geschlossenen Grössen darstellen. 
Da nun nach der Definition einer Integralfunetion ver- 


möge (7) die Gleichung 


as) 2m _ SI 2e OR) SI dm) _ 
61 - 9, dm - dp, 09: 


3 00, e(E,) 
pP =» OO 


IS: co, en >> 0 a +: 
1 


09 P, 


+3 EP Fo Ti 


identisch befriedigt sein muss, die partiellen Differential- 
quotienten von (E,) aber nach Gleichung (11) sich rational 
durch (E,) und die anderen in den Coefficienten dieser 
Gleichung vorkommenden Grössen ausdrücken lassen, und so- 
mit auch die partiellen Differentialquotienten von ®, nach (12) 
rationale Functionen von 




















01, (Eı), b, Ps, Ps, SR BDA 9505 4513 + - - , Gev—1 
sein werden, so wird (13) in eine mit der Gleichung (12) 
gleichartige Gleichung in ® übergehen, welche ebenfalls durch 
©, befriedigt wird, und somit aus der Irreductibilität von (12) 
folgen, dass alle Lösungen dieser letzteren auch der Gleichung 
(13) genügen, somit auch Integralfunctionen des Hamilton’- 
schen Differentialgleichungsystems sein werden. Daraus folgt 
aber, dass, weil dann 
do, de, do 
7 79 
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mit Benutzung dieser Differentialgleichungen identisch ver- 
schwinden müssen, entweder fi, fa, - - ., fm selbst Integral- 
functionen des Systems sein werden oder m —=1 ist, und wir 
finden somit, dass eine algebraische Integralfunction des Hamil- 
ton’schen Differentialgleichungsystems entweder selbst rational 
aus (BE), tb PP, De T®, Wo» Gsir- > Iv—ı ZUsammen- 
gesetzt ist, oder eine algebraische Zusammensetzung solcher ratio- 
naler Integralfunctionen bildet. 

Ersetzt man nunmehr in diesen rationalen Integralfunc- 
tionen: die Grössen 9so, Qs1, - - -; Q9v—ı durch die in den 
Gleichungen (9) gegebenen rationalen Functionen, so geht 
(E,) in E, über, welches nach (2) wiederum rational durch 
H, ,t,05P,, - - -, p, 2’ ausdrückbar ist, und es ergiebt sich 
somit das nachstehende Theorem: 

Ist das kinetische Potential eine algebraische Function der 
Zeit, der Coordinaten und deren nach der Zeit genommenen 
Ableitungen bis zur v" Ordnung hin, und besitzt das Hamil- 
ton’sche Differentialgleichungsystem eine algebraische Integral- 
function, so ist dieselbe entweder selbst eine rationale Function 
des kinetischen Potentials, der Zeit, der Coordinaten und deren 
nach der Zeit genommenen Ableitungen bis zur 2» — 1" Ord- 
nung hin oder eine algebraische Zusammensetzung solcher ratio- 
nalen Functionen, 

und ebenso, wie sich leicht zeigen lässt, die entsprechenden 
Sätze, wenn das kinetische Potential Logarithmen mit alge- 
braischen Logarithmanden enthält oder Abel’sche Integrale 
einschliesst, deren obere Grenzen algebraische Functionen der 
eben bezeichneten Grössen sind, für die Logarithmanden und 
die oberen Integralgrenzen. 


SET9: 
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Nehmen wir wiederum an, dass die äusseren Kräfte 
sämmtlich verschwinden, so ergeben sich die allgemeinen Inte- 


grale des totalen Differentialgleichungsystems 
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Ersten op, ’ dt op. ’  7a67 FEDER open? 
dp, ö(E) dr, ©) up) °(E) 
Mi, 1,090’ , aka 00,2 Zar 


nach einem bekannten Satze von Jacobi aus dem voll- 
ständigen Integrale derjenigen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, die man erhält, wenn man in dem Ausdrucke 
(E), welcher als Function von t,9,,95,:..,0:"9, 050, Qs1,-- v—ı 
dargestellt ist, statt der Grössen g9,. die partiellen Differential- 


quotienten m substituirt, und 
P; 


oVv mn ov ev. Sove 
(1) + (Blpaon „A op,’ PS; a) 


setzt. 
Da aber, wenn die aus der letzten der Gleichungen (3) 
des $ 12. sich ergebenden Werthe von p® durch 


pP —= 0 (DD 
bezeichnet werden, nach der Gleichung (4) des $ 12. 


[ u u 
(E)=(H) BER DIR wi — DT 
zı 1 1 


u 
—Y F B 
P®, (, Py Pay p” 1,4) Iev—1 


a 


ist, so geht die partielle Differentialgleichung (1) in 


97: 
(2) tele DaPa- Pe», @ o,( DD Pen, Fi). 


u i 10 
ep, oV op, oV ope—) oV 
ED en re Ker 9) 
- ep, OP, ih op ) 


1 





/D 


oV oV 
— %0 ,(i DO DI Fa) = 0 
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über mit der abhängigen Variabeln V und den uv +1 unab- 
hängigen Variabeln 


De mnk,..,peD, 


welche die Hamilton’sche partielle Differentialgleichung genannt 
wird. 
Kennt man nun das uv + 1 willkürliche Constanten ent- 
haltende vollständige Integral dieser partiellen Differentialglei- 
chung, von denen eine additiv ist, während die anderen mit 
&,&y..., &u, bezeichnet werden mögen, so erhält man be- 
kanntlich die Auflösungen des totalen Hamilton’schen Dif- 
ferentialgleichungsystems, indem man aus den Gleichungen 
nn Pı ; “ zo Da, Tem Pur; 


in welchen By, Pa, - --, Bu» ein System von wv wiederum will- 
kürlichen Constanten bedeuten, 


P,»P3» > Pu P; Er Du: u er a Da 


als Functionen von t und den 2uv Constanten darstellt. 

Für den Fall, dass das kinetische Potential nur die ersten 
Ableitungen der Coordinaten enthält, geht die partielle Differen- 
tialgleichung in 


nu 
oV oV oV\ oV 
Want) Sal )i- 
il 
über, wenn die Auflösungen der Gleichungen 
oH 
öp. Geo (e=1,2,...,u) 
& g 
mit 
Pe — @g(t, Ps, 90) 
bezeichnet werden. Sei num für die Mechanik wägbarer Massen 
bei trennbarer actueller und potentieller Energie 


I ITE IR 


und nehmen wir am, dass die Bedingungsgleichungen die Zeit t 
nicht expheite enthalten, so dass 7 eine homogene Funetion 
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zweiten Grades von 91, P2,.-:,Pu wird, deren Üoefficienten 
Funetionen der Coordinaten selbst sind, so wird, wenn die aus 


der Gleichung 


sich ergebenden Werthe von p, durch 


Po 20 (Ps; 430) gr Boı dio + Bo2 420 Ar um ai Boy Juo 
dargestellt werden, worin B,ı,...Bo„ Funetionen von pı,..,Pu 
sind, die partielle Differentialgleichung, wie unmittelbar zu sehen, 
die Form annehmen 


u 
oV 1 oV oV oV oV 
Dane (Ber am + Bar ans Fit Benna,)— U0. 
1 


Enthält die lebendige Kraft nur die Quadrate der ersten 
Ableitungen der Coordinaten, ist also | | 
u 


1 
2 > ‚2 
u 2 %Pe » 


1 


so geht hiernach die partielle Hamilton’sche Differentialglei- 


chung in 
u 
oV 1 Ina 
Ste) er 
1 


über. 


8 14. 


Helmholtz’s Prineip der verborgenen Bewegung in der 
Mechanik wägbarer Massen, und Anwendung desselben auf 
die Bewegung dreier Punkte. 


Helmholtz hat in seiner Arbeit „über die physikalische 
Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung“ zwei Fälle von 
Bewegungsgleichungen hervorgehoben, in denen eine wesent- 
liche Verminderung in der Anzahl der Coordinaten eintritt, 
und zwar nicht dadurch, dass, wie gewöhnlich, die Bewegungs- 
freiheit des Systems durch feste Verbindungen eingeschränkt 
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ist, die sich durch Gleichungen zwischen den Coordinaten aus- 
drücken, sondern durch die specielle Eigenschaft des kinetischen 
Potentials und die Natur der Lagrange’schen Bewegungsglei- 
chungen. Zunächst nimmt er an, dass das kinetische Potential 


Heu 7, 


worin 7 die lebendige Kraft und U die Kräftefunetion be- 
deutet, von einer Anzahl der von einander unabhängigen 
Coordinaten 9,,P3,: --- Pu frei ist, so dass, wenn diese — um 
gleich hier Bezeichnungen zu gebrauchen, die im Folgenden 
beibehalten werden sollen — mit p,,3,...,2. bezeichnet werden, 
die zugehörigen Lagrange’schen Gleichungen 

| 06H döH 


Op, di EST 


wenn ausserdem P,= 0 angenommen wird, in 


d oH 


er (le 20 0) 


übergehen, während sich die andern Bewegungsgleichungen in 
der Form 


na nt: ($—1L,2,,.,6) 
darstellen, wenn 
PB =Pe+s, %,= 0+3> o+60=u 
ist. Wenn nun aus den o Gleichungen 
Ger 
2 
in denen die Grössen c, Integrationsconstanten bedeuten, 
P1,P2,.-.,P, durch Pı,...,Po, Pı,..-. Po ausgedrückt und in 
die andern Bewegungsgleichungen eingesetzt werden, so folgt, 
weil mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen 


oH) 6H oH\ 0(P,) oH 0(P,) 
tee 


ö(H) ,0H oH\ &(p‘) OHN\ &(B,) 
u 9 ae 


2 
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ist, dass diese letzteren, von den p, und »; freien © Glei- 
chungen, wenn 


9 = (H) — alpı) — alpe) —ır— (RR) 
gesetzt wird, worin die eingeklammerten Grössen wieder die 
Werthe nach Vollzug der Substitution bezeichnen sollen, in 
May 6=12..,0) 

übergehen, also die Lagrange’sche Form für ein kinetisches 
Potential erster Ordnung und somit auch die Gültigkeit des 
Hamilton’schen Princips erhalten bleibt. Dass in diesem 
Falle die Energie sich nicht ändert, ist in der Mechanik wäg- 
barer Massen selbstverständlich, kann aber auch für die all- 
gemeinen kinetischen Potentiale erster Ordnung analytisch un- 
mittelbar eingesehen werden; da nämlich 

















und 
08 0, ala) 2 „ on 
Op Op N: ur | op 
N OH oH\ 0m, ') oH\ 0). ae a 
() + () dp; + (5) on, Kurr7 
EI Da Re 
2 op, op, 


ist, so folgt 


’ ’ ; A 
E=(H)— (m) — (83) —— (Pe) — DI Pi (u 
1 
während sich aus 


nach erfolgter Substitution 


E)-(H) a) 8) — Do) — Dr (23,) 


also 
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| —(E) 
ergiebt. 

Aber das kinetische Potential 59 wird jetzt auch in der 
Mechanik ' wägbarer Massen, da die Substitutionsgleichungen 
die Grössen p, und p, in der ersten Dimension enthalten, in den 
p, nicht bloss von der zweiten Dimension sein sondern auch 
Glieder ersten Grades einschliessen — und dieser in der Mechanik 
wägbarer Massen gegebenen Analogie gemäss nennt Helmholtz 
auch andere Fälle physikalischer Vorgänge, in denen das 
kinetische Potential auch Glieder, die in den Geschwindigkeiten 
linear sind, enthält, Fälle mit verborgener Dewegung, um an- 
zudeuten, dass diese physikalischen Vorgänge zu Stande kommen 
können als Bewegungen wägbarer Massen, von denen einige 
nicht sichtbar sind, und deren Einfluss dem algebraischen 
Eliminationsprocesse entspricht. 

Bevor nun dieses Princip auf die allgemeinen kinetischen 
Potentiale erster Ordnung ausgedehnt und der Weg für die 
Erweiterung dieser Theorie auf Potentiale beliebiger Ordnung 
vorgezeichnet wird, soll die Anwendung und Bedeutung der- 
selben zunächst für den einfachsten Fall der verborgenen Be- 
wegung und zwar für einen Punkt, der auf einer Fläche zu 
bleiben gezwungen ist, erörtert werden. 


Sei die Gleichung der Fläche 
= fF (X ’ y), 
so wird das kinetische Potential 


H=— "(24 y?+ 7%) — Ua,y,2) 


in den freien Coordinaten x und y die Form annehmen 


u=— 0: (1+6@2))-37°(1+(62)) 


— Mm a5 Ey Ula,y,F), 


und wenn die Annahme gemacht werden soll, dass 4 die 
Variable x nicht enthält, 
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OF oF 
ud u EV Ua, F)—- VW 
sein müssen, und somit, da 


a 
eady 


ist, worin x eine Constante bedeutet, die nothwendige Form 
des kinetischen Potentials 


H=— z2°(14#) - Zy lH RW) — mar, ey Vo) 
sein, während die Gleichung der Fläche durch 
2— x + / F(y)ay 


gegeben ist, also eine Öylinderfläche definirt, deren erzeugende 
Gerade parallel ist der in der XZ-Ebene durch den Anfangs- 


‚ OF, 
FW —0, alo Ay) 


punkt gehenden Geraden x — — = z, und U und Y durch die 


Ausdrücke gegeben sind | 
U („—#2— (F,y) dy) 9,(8,9,2) + &(@—x2, Yy), 
YW=% (FW) dy, y) D 


in denen o, und o, willkürliche Functionen bedeuten. | 
Da nun die zur Variabeln x gehörige Lagrange’sche 
Gleichung 


a a) 


d 
0x did 


? 


weil od _ 0 ist, die Beziehung liefert 
&C 


[4 [4 (4 1 4 
(14%) + xy PL oder & a rg F,W), 


worin c eine Integrationsconstante bedeutet, so wird die Sub- 
stitution dieses Werthes von x’ in die zweite Lagrange’sche 
Gleichung wieder eine solche von der Form 


liefern, worin das kinetische Potential definirt ist durch 
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9 5 WCHRW +) + 2uey Fo) + 30), 


und es wird sich somit das Bild des sich bewegenden Punktes 
auf der Y-Axe so bewegen, als ob es selbständig dwrch das 
kinetische Potential 9 getrieben würde, welches nur von y und y' 
abhängt, aber auch y in der ersten Potenz enthält. 

Um nun die Bedeutung des Helmholtz’schen Princips 
noch klarer hervortreten zu lassen, wollen wir die Bewegung 
dreier materieller Punkte mit den Massen m, , m,, m, betrachten, 
deren Coordinaten der Bedingungsgleichung unterliegen 


(1) { Sue f(@, Yı, X, Ya, Fa, X, Ya> 23), 


und deren innere Kräfte durch eine Kräftefunetion 


U(&,,Y%ı, 21, %e) Ya, Ra, %a, Ya, 23) 
gegeben sein mögen. 
Da das kinetische Potential 


H=— T-U=-— (a +y +29) — (a + +2, *) 
= Z: (2, ’-y +2 ?) eh 


vermöge der Beziehung (1) die Form annimmt 


H—— %(14(5,) )m' = llieen ))w’ 


rm 3) Ja’ (mtm (eu) ) y° 


0% 
ol Harms lt (Ei) 


1 of 1 of\? ‚ 
— 3 (mt (2%, ) )n° (m tm (72) ) 2 
EIE OL Re 


Du: Um, Yı; iR Kg, Ya, Ag, Xy, Ya, 23); 


so folgt, dass, wenn dasselbe von den Coordinaten x, und y, 


unabhängig sein soll, eben dies für die Coefficienten aller Ab- 
Koenigsberger, Principien d. Mechanik, 8 
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leitungen der Coordinaten der Fall sein muss, und daher zu- 


nächst, wenn a und nn von x, und y, unabhängig sind, 


f= % Pl, Ya, 22; %, Ya, 25) + Yıb(ay, Yar 29, X, Ya, 23) 
+ @ (tig, Ya, 29, %g, Ys, 23), 
DW DTT 


wonach. da auch. 7 u 7 wort End frei sein 
7 00,2% Oi, ? Oy;? 1 Yı 


müssen, die Function f, also die Bedingungsgleichung (1) die 
Gestalt hat 


(3) 2, = ax, + by, + @(de, Ya, 22, X, Ya, 23), 
worin a und b Constanten bedeuten, und das kinetische Potential 


Mm, 


H=— = (1+a?)x, ? — Er (1+5N)y, 


il 00 2 9 1 00 2 9 
3 (mt (=) )* (met (du )% 








1 0o\?\_, 1 
Dr (Ms 4m; 2) ) u — er (m 4m, 
(4) | 


7 Be, oo ER oo el 


do Der 00 EEE) 
md N" me Le 


00 00 Var 
— My 5, Zar, %a Ya — + — U, Y1, 82, Ya, 22305, Ya) 23) 
Ox, OYs 


wird. 
Da nun aber auch der letztere Theil U von x, und y, frei 
sein soll, so ist aus (3) ersichtlich, dass U die Form haben 


muss 

(5) | U= (2, — ax, —by, —o) eh (2, Yı,?ı, %a, Ya, fa, %3,Y5, 25) 
= F(z, re by,, Kg, Ya, fg, U, Ya, 23), 

und es werden sodann die zu den Coordinaten «, und y, ge- 

hörigen Lagrange’schen Gleichungen die Gestalt annehmen 
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oH d oH 
x, De 0) und dt dy, = y 





d 
dt 


>>) 


. oder wie leicht zu sehen, wenn c, und c, Integrationsconstanten 


bedeuten, 
do 


A+ad)a/ + aby=a— a er 


abz + (I+’)y =, —b ee 


woraus sıch 


’ d 
d+a+9) al +mN)— gab—a“t, 


6 
» A+@+9)y = —gab+g(1+a)— nr 

ergiebt. Setzt man die hieraus folgenden Werthe von x,’ und 
Y, in die sechs weiteren Bewegungsgleichungen, für welche 
sämmtliche äusseren Kräfte gleich Null angenommen werden, 
ein, so ergiebt sich unter der früher hervorgehobenen Be- 
deutung der eingeklammerten Ausdrücke z. B. aus der ersten 


Ya En 
Fer er 
oder da 


am Ca) + (der) 0m + u) 0m 


























ET a 





42% 0, 
= (2) + cm, en + m, ne 
ist, wenn 
() 9— (H) — ma — Mm Yı 
gesetzt wird, wieder die Lagrange’sche Form 
® ae) 


g* 
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und ‚ebenso für dasselbe kinetische Potential 9 die anderen 
fünf Bewegungsgleichungen. 

Eine leichte Rechnung ergiebt durch Einsetzen der Werthe 
von x, und y, aus (6) in (7) für das nun entstehende kine- 
tische Potential die einfache Form 


Mm, do\? ac +be, do 
9=—goraithn (2) Tmiparps at 
3 1 +b) —2abe, + c,”(1-+ ua?) 
Ol Be 


Mm ’ 
"(++ 


m 
iz en 4% °+3%)— Flo, %, Ya, @g, X, Ya) 23), 











und wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende 
Dedingung dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen 
Punkten, deren Coordinaten einer BDedingungsgleichung unter- 
liegen, von den acht Dewegungsgleichungen zwei in vollständige 
nach der Zeit genommene Differentialguotienten übergehen, oder, 
was damit identisch ist, das kinetische Potential von zwei der 
acht Coordinaten unabhängig sei, die ist, dass die Bedingungs- 
gleichung die Form hat 
zu R + by, + @, 

worin a und b nn und © NUr VON Kg, Ya, Zar Ks, Ya 25 
abhängt, während die Kräftefunction die Gestalt besitzt 


U (2 — an, — by — 0) F, (@, Yı, 21, %) Yar 22, %ar Var 23) 
ar F (2, a klar byı, Lg, Ya, fa, X, Ya) 23); 

in diesem Falle nehmen die sechs Dewegungsgleichungen für die 
Coordinaten %&y, Ya, a5 a, Ya, 2 wieder die Lagrange’sche 
Form für das durch die Gleichung (9) gegebene kinetische Po- 
tenbtial 9 an. 

Die oben gefundene Form der Kräftefunction bedingt 
offenbar, wenn F\ = (0 angenommen wird, dass, weil 

oF oF 

ueirz de, — ax, — by,) Be c ee 


Ze 





oe a — by,) 
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ist, die Richtung der auf den Punkt m, wirkenden Kraft con- 
stant ist. 

Wir wollen nun die Frage nach den nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür aufwerfen, dass das kine- 
tische Potential die Form hat 


(10) 5-7 + +4) ++) Winr‘), 
worin W eine beliebig gegebene Function von r und v, und 
ra — 5,’ + m — u)’ + (a — 3%)” 


ist. Aus dem Werthe (9) ergiebt sich zunächst, dass W (r, r’) 
nur eine ganze Function zweiten Grades von r’ von der Form 





„dr N TOR 

(11) et TOR NO LAGE 
sein kann, und somit 

dr\2 m, do\? 
(12) p,(r) (7) 3 2(1-+ a2 -+- 5°) 2 
und 

dr ac, +be, do 
(13) OT ne nu Green era 


Nun folgt aber aus der Gleichung (12) 


St Las LpN NS 
0 — VE u  IVn6) dr, 


so dass sich bei willkürlicher Wahl von g,(r) aus (13) für 
o,(r) die Bestimmung ergiebt 


9) = — (ag + ba) Vize RO) 


während 9,(r) durch den Ausdruck charakterisirt ist 


3 >11 +5) —2abe,c, + 6’(1-+ a) 
Hr) m 1 Tau: 


Ir F(o, Kg, Ya, fg, %z, Ya, 23), 








aus welchem sich 


] /2(1+ a? + b) EEE 
r( an (r) dr, %g, Ya, 29, X, Ya, s) 
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als Function von r, und somit nach (5) die Kräftefunetion in 
der Form ergiebt 


(1 2 Da fr re RE 
NZ (a — an by — \ UTPEN (Yarldar) x 
F,(&,, Yı, Ai, Wa, Ya, Aa, X, Ya) 23) F (2, = da byı, r), 


während die Coordinaten der Bedingung unterliegen 


(1 2 b? er 
mar by + IEGERZE| Vp;(r) dr. 


Wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen 
Punkten m,, m,, m,, deren Coordinaten einer Bedingung unter- 
liegen, von den acht bewegungsgleichungen zwei in vollständige 
nach der Zeit genommene Differentialguotienten übergehen, während 
die übrigen sechs in Folge dessen nach Elimination der Coordi- 
naten des einen Punktes wieder die Lagrange’sche Form am- 
nehmen, und dass ferner das kinetische Potential dieser letzteren 
sich aus der negativen Summe der lebendigen Kraft der beiden 
anderen Punkte und aus einer Function der Entfernung r der- 
selben und deren nach der Zeit genommenen Ableitung zusammen- 
setzt, die ist, dass die zwischen den Coordinaten der drei Punkte 
bestehende Bedingung die Form hat 


ame 
2, = ax, + by, + VD (yon 


worin a und b beliebige Oonstanten und $, eine beliebige Function 
bedeutet, und dass ferner die Kräftefunction durch einen Aus- 
druck der Form definirt ist 


VEREHTN 
N (a — a — by — Vera yo dr) = 
421, Yır Eis Kay Us Re, Ann 0is 2) + Plan a2 re r), 


worım F, und F ebenfalls willkürlich sind. Dann wird das 
kinetische Potential für die Bewegung der beiden Punkte 
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x My nr ‚ , ‚ 
3 Ce u Alan ai ; tT% Tr) 
, 2m ] VEN 
— 9, (r)r? ar (ac, An be,) ae + a? CRamıh p? pr) r 


NR vn AN) —2ab,g+&’t-taN) 
ae 1+a?+b? 


(VER (year) 


lauten, und nach (6) die Coordinaten &,, Yı, 2, durch die Aus- 
drücke gegeben sein 


erst kb) Gab 2 ER 

a 1ta 1» E— a ) m, rm [Vm Or, 
ea alt + ar) 2 ER 

Na Me 1a? 3 13V ar |VYr Or, 


ac, + be, 2 e ERyVaR 
ee rasen wen} ur Vrararn |VaOer 


Wählen wir die Constanten a, b, c,, c, so, dass 


ac, +bi, = 0 
































wird, ferner 


p5 (r) RL — un. — ; also BEZAC (r) dr = Li 2 er M, r, 


ferner 


u la VELLUESEEP ES TE ve — m, (62 1), 


so wird der Ausdruck 
Br 
= — = (+ Yy’+2‘) = (+ Y +25 °)— — (1 jr - ) 


das kinetische Potential des Weber’schen Gesetzes liefern, 
während die Coordinaten x,, Y,, 2, durch die Ausdrücke ge- 


geben sind 
BR? 24 ay, 2M,M;, re! 
eg mi a? 05’ 
BL a E | 2mm rt, 
„mal m, a Ita 155’ 


En ah 2m, m, ee 
EN? m, (1+a?-+ 0" 
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worin man auch «—=0, b=( wählen kann, so dass 


2 2MM, 1 
„al, Y=al A=7 \ u: 
wird. 


Wenn somit von drei Massenpunkten der eine durch Ver- 
bindung mit den beiden anderen der Bedingung unterliegt, dass 
seine Entfernung von einer festen Ebene stets der Quadratwurzel 
aus der Entfernung der beiden anderen Massenpunkte von ein- 
ander proportional bleibt, während sich die letzteren nach dem 
Newton’schen (Gesetze anziehen, so wird sich die Dewegung 
dieser nach dem Weber’schen (Gesetze vollziehen. 

Betrachten wir endlich noch den Fall, in welchem zwischen 
den Coordinaten der drei Massenpunkte zwei .Bedingungsglei- 
chungen bestehen, welche in die Form. 





Yı = Fa, %) Yar 223 Ray Ya, 2), A PM, Xg 3 Ya, fa, X3, Ya) 23) 
gesetzt werden mögen, so geht das kinetische Potential in 


u (++) 
=: (m +m CA) tm (3) 


2 
(14) -z(mtm Ba ER 


of of dp 09 
tr a ug 
of ot | 00 Do\ re... 
! (Fe 0% ! da, 2) %T 


wr- U, ® 9, Kg, Ya, Fa, X, Ya, 23) 


über, und soll dasselbe von x, unabhängig sein, so muss eben 
dies für die Coefficienten der Ableitungen der Coordinaten der 
Fall sein, und somit die Ausdrücke 


re re: te 
of: of. ‚ap 09, of of5m 00:09 





0%, 0%, 0%; 02 0% ou, O2, 0y,’ 


reine Functionen von %, Yg, 23, Xg, Ya, 23- 
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Setzt man 
+) CH - 
| or Dt „00 du _ 
0x, Om, u Doc 0.0 2, 


worin @,, @, $% Functionen der Coordinaten des zweiten und 
dritten Massenpunktes bedeuten, so ergiebt sich leicht durch 
einfache Zusammensetzung, dass die Function g der partiellen 
Differentialgleichung genügen muss 

op \” op \? op op _ 2 


während f und @ durch die Beziehungen verbunden sind 





N ENTER 

0x, 0x, 08,’ 
(17) 

Kar Ox, or, 0x,’ 


und aus diesen letzteren wiederum durch Differentiation der 
ersten nach x%,, der zweiten nach x, eine weitere partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für g: 





op op Ak) 
Baal a An de 
op fi 2 7 9 082 
(18) + ee 
op Too, 1 0, ah NIS ee 
as Oz Be 5370,04 500 (0,0, — & )| Ta: 


Differentiirt man nun die Gleichung (16) partiell nach x, 
und «,, sodann die erste so erhaltene Gleichung nach z, 
und &,, die zweite nach x,, so erhält man fünf Gleichungen 
in den partiellen Differentialguotienten zweiter und dritter 
Ordnung der Function 9, und aus der Gleichung (18) durch 
Differentiation nach x, und x, mit dieser drei Gleichungen in 


denselben Grössen, so dass acht — wie man leicht sieht von 
einander unabhängige — Gleichungen sich ergeben in den 
sieben Grössen 

0? p 0° p 0? 0°’ 0°’p 0°p op 











0x?’ 00,00,’ 0m?’ 00°’ 0200’ 0m 0m 02,° 
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durch deren Elimination sich eine Beziehung von der Form 
ergiebt 

69 09 
a Fı (0, dm,’ rl ” | 
in welche die Variable x, nicht eintritt. En an Glei- 
chungen (16) und (19) verlangen nun, dass = und © On 


x; unabhängig sind, und dass daher, weil dasselbe Fi die 
anderen Variablen Selten soll, 


(20) p=ba, + D(i, Ya, 22, X) Ya, 25) 
ist, worin b eine Constante bedeutet, und somit nach (17) auch 
ar und a von x, unabhängig und f von der Form 
1 2 
(21) f=aın + F(&,, Ya, fg, X3, Ya, 23); 


worin a wiederum eine Constante darstellt. Und die eben 
gefundenen Formen für f und @ sind, wie unmittelbar zu 
sehen, nicht nur die nothwendigen, sondern auch die hin- 
reichenden Bedingungen dafür, dass das kinetische Potential 7 
von x, unabhängig ist, wenn noch die Kräftefunetion der 
Bedingung unterworfen wird, von der Form zu sein 
U= (y — us, — F) x (&, Yır 21, pr Yar 2a, X, Ya, 23) 
(22) ar (2 ir bz, nz, P) Xa (X, Yır Fi,» War Yar far Fa, Yar 25) 
=r X (Yı u N Bes bx,, Kg, Ya, Aa, Ua, Ya) 23). 
Da nunmehr wegen der Form des kinetischen Potentials 


H=—(1+@+b) a” 


a (m, + m, (3) + m, er X,” 


2 
— + (m, + m, () + m, EP Ya. 
(23) 








(Z oF 


o® , 14 
dx, 29, EL Dr 7) ® Lg Ya — 


Ys 
arIr JA D, %,, Ya, Ag, %3, Ya» 25) 
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die zu x, gehörige Lagrange’sche Gleichung 


SER 

PER Tr ide 
worin c eine Integrationsconstante bedeutet, die Form annimmt 
(24) Va re 


so ergiebt sich durch Einsetzen des Werthes von x, in die 
sechs folgenden Bewegungsgleichungen z. B. aus der ersten 


dieser 

oH d /öH 

(am) a la) 9 
wenn alle äusseren Kräfte gleich Null vorausgesetzt sind, 
und weil 


Gr a) tl) a ar) tem 


Gr a) + Ga ee) Fomae 














| 





wenn 
(25) 9=(H) — em 
gesetzt wird, die Lagrange’sche Gleichung 
LEN, NEE ER 
02 dt 0x, i 


und ebenso für dasselbe kinetische Potential 9 die anderen 
fünf Bewegungsgleichungen. 

Setzt man nun den Werth von x,’ aus der Gleichung (24) 
in (25) ein, so ergiebt sich das kinetische Potential in der 
Form 


5 — m; 1+b? ) m, 1-+ a? (FE) 
= eaneer DIET ENEITE 
ab dF d® ac dF 

ee ae de Heide 


26 a 2 BU. RS 
ne A Gut Bs ae 0a 1 Tnasehidt 
7% 5 (25° + +%)— = nk Fü m 2.) 


Pe AU, P, %g, Ya, 29, %3 3 Ya» 23); 
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und wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für die Bewegung von drei materiellen 
Punkten, deren Coordinaten zwei Bedingungsgleichungen unter- 
hegen, von den sieben Bewegungsgleichungen eine in einen voll- 
ständigen nach der Zeit genommenen Differentialguotienten über- 
geht, oder was damit identisch ist, das kinetische Potential von 
einer der sieben Coordinaten unabhängig ist, die ist, dass die 
Bedingungsgleichungen die Form haben 


yzızm ff, 1=b1,+P, 
worin a und b Constanten sind, und F sowie B nur von 
Ug, Ya, Aa, U, Ya, ?5 


abhängen, ausserdem die Kräftefunction die Gestalt besitzt 


uZ (Yı un 12 Baar F) kı (X, Yı, fi, Wa, Yar fa, %3, Ya) 2) 
ar (2, 27% biz, BE ®) Ka (2, Yı, Fi, Ta, Yar fa, Va, Ya) 25) 
+ m — arm, 4 — ba, 8, Ya, 22, 95, Ya, 3); 
in diesem Falle nehmen die sechs Bewegungsgleichungen für die 
Coordinaten &,, Ya, 2a, X, Ya, 25 wieder die Lagrange’sche 
Form für das durch die ee (26) gegebene kinetische 
Potential 9 an. 
Die oben gefundene Form der Kräftefunetion bedingt für 
die auf den ersten Punkt wirkende Kraft, wenn y,=0, , =0 
angenommen werden, die Beziehung 


X, =—-ay, —bZ. 


Soll das kinetische Potential wiederum die Form (10) 
haben, also W durch den Ausdruck (11) bestimmt sein, 


so wird 


dr\?_ m 1+Db? dAFN\N? m 1+.a? d®\2 
pP; (r) al EI Ray) vn) 2 














I ab dFd® 

"La rd dt di? 
ACER ac ge be d® 
ln): ne a rege dt "La rd dt’ 





(8 
9(r) eg z iraretrıE D, Kg, Ya, ?g, %) Yz, 23) 
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sein müssen, woraus leicht 


dF _ —aita°+bN) 9, +bVam,c*(a’+5Yy,()—(tta+5YyR)? dr 














dt m, c(a?—+b°) dt’ 
ad _ —b(l+a’+b)y,()—ay 2m, ca +6) yl)—ta’+bN) gr)? dr 
dt CREDIT. 2 Eh 


folgt, und somit 


—a(l+a°+b9)y,(M)+bY2m,c*(a’+b°) pr) — (1+a’+b°)p,(r)? 
B: -/ at b?) dr 














— b(1-+a?+b?)p,(r)—ay 2m, e*(a?-+-b?) p,(r) — (1+a?’+b?) p, (r)? 
(28) D -/ m, c(a® +03) Er 


reine Functionen von r, ausserdem 





2 

29) pr) = — - bit ae atıEn, Dir), 25, Yg,23, %5, Ya) 23), 
also 

D=(y— an — Fin) &ı, Yı, 21, 8er Ya, 22, 9a) Ya, 23) 
(30) + (4b — Din) X (&ı, Yı> 21, ar Yar 22, a, Ya, 25) 

+ —an, 1 —ba,r), 

und die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 
(31) yzazm,+F(e), 3=ba+ ©r). 

Wir finden somit, dass die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für die bewegung von drei materiellen 
Punkten m, , m,, m;, deren ÜCoordinaten zwei Bedingungen unter- 
liegen, von den sieben bewegungsgleichungen eine im einen voll- 
ständigen nach der Zeit genommenen Differentialguotienten über- 
geht, während die übrigen sechs in Folge dessen nach Elimination 
der Coordinaten des einen Punktes wieder die Lagrange’sche 
Form annehmen, und dass ferner das kinetische Potential, dieser 
letzteren sich aus der negativen Summe der lebendigen Kraft 
der beiden anderen Punkte und aus einer Function der Ent- 
fernung r derselben und deren nach der Zeit genommenen Ab- 
leitung zusammensetzt, die ist, dass die beiden Bedingungs- 


gleichungen zwischen den Coordinaten die Form (31) haben, 
worin F(r) und ®(r) durch die Ausdrücke (27) und (28), in 
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welchen 9,(r) und @s(r) beliebige Functionen von r bedeuten, 
bestimmt sind, und dass ferner die Kräftefunction durch einen 
Ausdruck von der Form (30) dargestellt ist. Dann wird das 
kinetische Potential für die Bewegung der beiden Punkte 


(32) — 53 = (m? le 5 °+%°+ 3°) 
2 (ern) 


lauten, und nach (24) die Coordinaten &,, Yı, 2, durch die 
Ausdrücke gegeben sein 


C a 
Fett al Be 























u =— 
Fa ac n 
N a Be 
Do Van 
+f m,c(a?” + 5b?) dr, 
ee , a we Mae 
je D—ayım FH -Ata tt) 7 
m, e(a?+b°) 


Wollte man wiederum auf das Weber’sche Gesetz ge- 
führt werden, so müsste man 


Zu 
y ? 





per)=0, Hlr)= 





MM m c? 
UErE Dr) ee 


setzen, wofür das kinetische Potential (32) die Form annimmt 
9- "at ta) at n+a) 
aan 
(IHR) 


während die Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten 


nach (27) und (28) in 
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1 
2M; Mg v?, 


2 
day k m, (a? + 0" 





1 
24 ZM,M, > 


u Tee 


übergehen, und die Coordinaten &,, Y,, 2, durch die Ausdrücke 
gegeben sind 


C 


A a ananpe wagte 
pe. uc 201/ 22mm v, 
a EEE en 
st, be Faß als 2m, Mm, 4 
Ellen. 1+a?+b?. k m, (a + 55° z 


Nimmt man b=a, so gehen die Bedingungsgleichungen in 


2 Mm, 4 

=a%, + — Y —— r‘’ 
Yı 1 1; m, , 
2 Mm, 3 

2, = 40, — ——yr? 


k m, i 
und die Ausdrücke der Coordinaten des ersten Punktes durch 
die Zeit ın 


C 





Bet 
al Mal v”, 
UN Tun mar + 
wc 2 MM; 5 
mg 


über, und setzt man endlich a=0, so folgt, dass wenn von 
drei Massenpunkten der eine der Bedingung unterliegt, dass seine 
Entfernung von zwei auf einander senkrecht stehenden Ebenen 
stets der Quadratwurzel aus der Entfernung der beiden anderen 
Massenpunkte von einander, mit demselben aber im Zeichen ent- 
gegengesetzten Factor, proportional bleibt, während sich die letzteren 
nach dem Newton’schen (Gesetze anziehen, sich die Bewegung 
dieser nach dem Weber’schen Gesetze vollzieht. 
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Die Kräftefunetion ist dann von der Form 
PER MM Mm, 9 
Mt ar: 
worin ce die x-Componente der Anfangsgeschwindigkeit des 
ersten Punktes bedeutet. 


$ 15. 


Erweiterung des Helmholtz’schen Prineips von der ver- 
borgenen Bewegung für die allgemeinen kinetischen Potentiale 
| erster Ordnung. 


Der Gedanke, welcher Helmholtz bei der Einführung 
seines Princips in die Mechanik wägbarer Massen leitete, war, 
für physikalische Vorgänge, welche sich durch Lagrange’sche 
Gleichungen beschreiben liessen, deren kinetisches Potential 
sich nicht sichtbar in actuelle und potentielle Energie auflöste, 
und das ausser den quadratischen Gliedern in den Ableitungen 
der Coordinaten noch lineare Glieder besass, eine grössere An- 
zahl wägbarer materieller Punkte mit einem dazu gehörigen 
kinetischen Potential im gewöhnlichen Sinne einzuführen, deren 
Lagrange’sche Gleichungen bei einer Elimination der Coordi- 
naten der neu eingeführten Punkte auf die Lagrange’schen 
Gleichungen jener physikalischen Vorgänge zurückführen. 

Wir wollen nun im Folgenden das Eliminationsproblem 
der Öoordinaten zwischen den Lagrange’schen Bewegungs- 
gleichungen ganz allgemein auch für die erweiterten Lagrange’- 
schen Gleichungen angreifen, jedoch der Einfachheit der Dar- 
stellung wegen die Annahme machen, dass das kinetische 
Potential 7 nur von den Coordinaten und deren ersten Ab- 
leitungen abhänge, also erster Ordnung sei, im Uebrigen aber 
eine willkürliche, von der Zeit freie Function dieser Grössen 
ist; die Ausdehnung auf den Fall, dass das kinetische Potential 
die Ableitungen der Coordinaten in beliebig hoher Ordnung 
enthält, wird unmittelbar ersichtlich sein*). 





*, Wie eben dieses Problem auf Grund des Hamilton’schen 
Princips als eine Aufgabe der Variationsrechnung behandelt werden 
kann, wird eine spätere Untersuchung zeigen. 


Erweitertes Princip der verborgenen Bewegung. anr2) 


Das Problem, das im Folgenden gelöst werden soll, wird 
somit lauten: 


Unter welchen Bedingungen wird die Elimination einer An- 
zahl von Coordinaten in einem Systeme Lagrange’scher Glei- 
chungen mit einem kinetischen Potentiale erster Ordnung wiederum 
auf Lagrange’sche Gleichungen mit einem Potentiale erster 
Ordnung führen? 


Suchen wir zunächst die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dass die linken Seiten der ersten oe Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen sich als vollständige nach der Zeit 
genommene Differentialquotienten einer Function der Coordinaten 
und deren Ableitungen darstellen lassen, dass also 


oH d0oH dK „_CH_i/, „9# 
ee) 


ist, so wird unter Beibehaltung der vorher gebrauchten Be- 
zeichnungen 
oH 
K, Ar op. FR, @,(Pı, Po; Ds: Po), 


oH 
op 


von den ersten Ableitungen derselben frei sein müssen, und 


da die zweiten Ableitungen der Coordinaten nicht enthält, 


r 





somit als totaler Differentialguotient einer reinen Function 


2 
der Coordinaten eine lineare Function der ersten Ableitungen 
derselben von der Form sein 


oH do, 
(1) op, dt? 





woraus sich unmittelbar, wenn r, und r, zwei Zahlen aus der 
Reihe 1,2,...,o bedeuten, 











(2) dt öp,, Era dp,’ 
also 

0 0, 00 er 
(8) ak nie 


Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 9 
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ergiebt, worin c,,, Constanten bedeuten, für welche 


Gr, > —-Crrn 
ist. | 
Multiplieirt man nun die Gleichung (1) mit dp, und addirt 
die so erhaltenen Gleichungen für r=1,2,...,o, so folgt 


oH OH ,: oH 
ap, DT zT Tan EP 





‚(0®% 00, 
pl Den dp) + 
+ am + + ge 

pP ( pP ... — ».) 

8 OP, 1 OP, E 

7020, 08, 
+++ an) + 
Ar Do (5 dp, an ar 4 op, ap.), 


oder vermöge (3) durch Integration 


H=p( +++ C91 Pe) En 
+2 9 Faotı Hr: z (9-10 Po—ı) 


; co, 08, 
Han + + ap) +: 
08, 


Hu (an + + an) 


= 2(P, ee? Do; u de Po; Dire . N 


worin & eine willkürliche Function der eingeschlossenen Grössen 
bedeutet, und die Coefficienten von Pi,...,P. vermöge der 
Gleichungen (3) Integrale von vollständigen Differentialaus- 


drücken in den Variabeln »,,...,2, darstellen. Setzt man 
endlich 
1 1 1 
09, — 2 6 Pi TIER Te 2y Gr—1Pr—ı — 7% Crr+1Pr-+1 Tran 


1 un 
DEE N Reh, 
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so werden @, Funchonen von P, -::, Po» Ps 2, Po bedeuten, 
welche nach (3) der Bedingung genügen 


eo, 0m, 
(4) op, = op,’ 


und es ergiebt sich für das kinetische Potential H als noth- 
wendige bedingung dafür, dass die ersten o Lagrange’schen 
Gleichungen in vollständige nach der Zeit genommene Differential- 
quotienten übergehen, die Form 


vr Ar : 0® 
Hp. tn tr (an ++ am) + 
LER 
g 
+5 Dr’ pr (arm Hope ++ GgrDo) 
1 
+22 90 Birnen Bir 2)) 


oder da nach dem Hülfsatze 3. zu jedem kinetischen Potential 
erster Ordnung der nach £ genommene Differentialquotient einer 
beliebigen Function von £, 9, ..-, Po Pi, -- -, Po hinzugefügt 
werden darf, und 


Br= = ’ 08, 08, 
cn (mr an) +: 
+ dp, + + 5 dp,) 
der nach ? genommene Differentialguotient von 


Sa dp, +8,49, ++ @,dp,) 


ist, die Form 


p 
(8) H— Dr pr (Cr rıPpr+ı ar Orr+2Pr+2 ++ 0620) 
1 


ur 2(p,, SR, Do, p1, EN Po, pi, ER 4Po)i 


worm Orr+i1,: +, Cr, willkürliche Constanten bedeuten; diese 


Form ist aber auch die hinreichende. 
9% 
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Denn aus derselben folgt unmittelbar für das System der 
ersten o Lagrange’schen Gleichungen 


Te 01,P1 en Ü3,P2 Da Be ne: BIETET + Or 
| ; d 08 
+ O,r+2Pr+2 4:4 CP + 7: op, — —P, 


oder nach £ integrirt 
(6) De O1,-Pı ar O2, Pa u tluker ED + OR 20 
08 
ur Orr-+2 Pr+2 nt CrgPe am dp" — N, —[P,dt, 


worin h, eine Integrationsconstante bedeutet, und die äussern 
Kräfte gegebene Functionen der Zeit sein mögen. 

Sollen nun mit Hülfe von (6) die e Coordinaten p,,...,2o 
und deren erste Ableitungen aus den wenaen) 6 un 


gleichungen 
ocH doH 
@ = - 


eliminirt werden, so sind zwei und nur zwei Annahmen statthaft: 

a) wir nehmen an, die Gleichungen (6) sind von den 
Coordinaten p,,...,2, unabhängig, und entwickeln die Werthe 
von P1,...,P, aus denselben, so werden, da diese g Coordinaten 
in & nicht enthalten sind, 


(=, =. = r—1ir — Urr+1 = vl, —t 


sein müssen, und es mögen die aus den Gleichungen 


(8) m [Pa 


sich ergebenden Werthe von p1,...,P,, zu deren Ermittlung 
vorausgesetzt werden muss, dass die Determinante der zweiten 
partiellen Differentialguotienten von 2 nach den Ableitungen 
der Coordinaten p,,...,2, von Null verschieden ist, durch 


a a 207 Po, Pi,- ir) Po); 
Do a Py+ 3, Por piy Al, Po) 
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dargestellt werden, worin t nicht explicite eintritt, wenn die 
äussern Kräfte P,,..., P, Null sind. Bildet man nun aus (5) 
das System der 6 Lagrange’schen Gleichungen (7), so ergeben 
sich diese zunächst in der Form 


08 d 08 
a 0 


worin & eine Function von P,,..., Po, Piy ++, Po, Pi, ---, Do Ist, 
oder nach Substitution der Werthe (9) für p1,...,p, in der 
stets gebrauchten Bezeichnung 


08 d /08 
iR erde vi 
Da aber nach (8) 














(8) 02 + ) 
„= di) Fi +(h 





so gehen die Gleichungen (10), wenn 
=) [By — — (m—[ Pd) R, 


gesetzt wird, worin Ö eine Function der ee 
bedeutet, in 


08 
op, 





d 
7 dt 2 = P; 
über, und es behalten somit die Lagrange’schen Bewegungs- 
gleichungen ihre ursprüngliche Form, während das kinetische 
Potential 9 derselben eine ganz anders gestaltete Function der 
Coordinaten p,,...,P. und deren ersten Ableitungen wird, als 
es das gegebene Potential # war. 

Fassen wir zunächst den ersten Theil des sich ergebenden 
Satzes zusammen, so finden wir, 


dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
. dass die den Ooordinaten p,,- . -, 2. entsprechenden linken Seiten 
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der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen für ein von t freies 
kinetisches Potential H vollständige nach der Zeit genommene 
Ableitungen von Functionen aller Coordinaten und deren ersten 
Ableitungen sind, die jedoch die Coordinaten P1, - - -, Pg selbst 
nicht enthalten, die ist, dass das kinetische Potential die Form hat 


11) H=RAlpı:.,P0 Pr. Por Piy-- De), 

worin 2 eine beliebige Function der eingeklammerten Grössen ist. 
Dann gehen stets die weiteren 6 bewegungsgleichungen, wenn 

aus den o ersten, welche die Form annehmen 


m | Piat, 005 P,dt, 


unter der Voraussetzung, dass die Determinante der zweiten 
Differentialguotienten von & nach Pi,..., P. Micht identisch ver- 
schwindet, die Grössen Pı,...,9. als Functionen von t, Pı,...,Po 
Pi,-..,P9o ermittelt und substitwirt werden, und 


9 = (9) — (— [Pat (9) —:— (ie —f Pedt) (%) 


gesetzt wird, wiederum in die Lagrange’sche Form 





über, wobei 5 wiederum ein kinetisches Potential erster Ord- 
nung vst. 


Die Form (11) des kinetischen Potentials ist von 9,,...,Po 
unabhängig, also 


und es werden somit die linken Seiten der ersten o Lagrange- 
schen Gleichungen die vollständigen Differentialquotienten 
GroH Aaron, 
rer ee DB, | 


welches der von Helmholtz für das kinetische Potential in 
der Mechanik wägbarer Massen 


H=—-T—U 
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betrachtete Fall ist, in dem, wenn die Bedingungsgleichungen 
die Zeit nicht explicite enthalten, die Ableitungen der Coordi- 
naten nur in der zweiten Dimension eintreten, und die Glei- 
chungen (6) daher linear in diesen sind; es ist somit ersichtlich, 

dass für kinetische Potentiale in der Mechanik wägbarer 
Massen der von Helmholtz hervorgehobene Fall der verborgenen 
Bewegung, für welchen das kinetische Potential von einigen der 
Ooordinaten unabhängig sein soll, der einzige ist, für den die 
zugehörigen Lagrange’schen Gleichungen in vollständige nach 
der Zeit genommene Differentialguotienten übergehen und — was 
dann stets der Fall ist — eine solche Elimination der Coordinaten 
gestatten, dass die resultirenden Bewegungsgleichungen wiederum 
die Lagrange’sche Form annehmen für ein kinetisches Potential 
erster Ordnung. 

Der oben für beliebige kinetische Potentiale erster Ord- 
nung entwickelte Satz liefert also zunächst eine Verallgemeinerung 
des Princips der verborgenen Bewegung nach der einen Rich- 
tung hin. 

Gehen wir nun zu dem zweiten Theile der Untersuchung 
über, indem wir wiederum die nothwendige und hinreichende 
Form (5) des kinetischen Potentials 77 dafür zu Grunde legen, 
dass die ersten o Lagrange’schen Gleichungen vollständige 
nach der Zeit genommene Differentialquotienten darstellen, und 

b) annehmen, die Gleichungen (6) seien von den 91,...,P% 
unabhängig; es handelt sich dann darum, die Üoordinaten 
Pi,-:-,2, aus diesen Gleichungen zu berechnen und in die 
weiteren 6 Bewegungsgleichungen einzusetzen. Aus der ge- 
machten Annahme folgt unmittelbar, dass 


(12) 2=pi91(Pı,.--,Po,P1,--P0)+ "+ Pepe (Pı3-+-,Po,P1,..-,P6) 
+p(f1,.. Po, In: A 


und das kinetische Potential nach 2 somit die-Form annimmt 


(13) a3: Pr (Orr tıPr ++ ee Atyanıhn 
+ 9(fı,:- ‚Dan Pie. Do} 
ae p(Pı, 3 Po, Pi, 8 Po): 
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Dass dieser Fall in der Mechanik wägbarer Massen aus- 
geschlossen ist, geht daraus hervor, dass das kinetische Potential 
Pi,:.-,Po nur linear enthält. Bildet man nun wieder den 


Ausdruck 
| om _doH 
dp, di Op? 


so ergiebt sich, wie leicht zu sehen, wenn 


(14) pp +: +99 +p—=P 


gesetzt wird, worin ® von 9,,...,P, unabhängig ist, die zweite 
Reihe der 6 Lagrange’schen Gleichungen in der Form 


od d o® 
(15) am rn 


und es entsteht nun die Frage, ob für beliebige Functionen 
9, 99-99 P von Pı,...,Po, Pıi,--.,Po, wenn aus den 
o ersten Lagrange’schen Gleichungen, die nach (6) und (12) 
die Form annehmen 


(16) — (1,-Pp — 03,98 — ''— ir Pt OrtıPpr ri 
+ Orr+3Pr+2 ++ Orgße 
—h,—( P,dt—,(Pı3.-Po, P1,-- Po) | (r=1,2,..,0), 


die Grössen 9,,...,9. durch £, P,,..., Po, Pi, --., Po, also 
Pi, -,Pg, durch £, pı,.. .,Po, Pi, - - Po, Pi, -- -,Po ausgedrückt 
und in (15) eingesetzt werden, die resultirende Gleichung 


0o® d /0® 
u Br 
wiederum die Lagrange’sche Form annimmt. 
Diese Untersuchung ist nun wesentlich schwieriger und 
hängt, wie wir sehen werden, mit späteren allgemeineren Be- 
trachtungen eng zusammen, die uns auch hier veranlassen, die 


Frage nicht mit Hülfe der Transformation des Hamilton’schen 
Princips zu behandeln. 
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Da nach (14) 


@ @ 
o® mr. ‚ 0, dp o® Ar ‚ 09, öp 
mlen tn MDn te 


so geht die Gleichung (17) in 


e e 
’ op, d 09, d op 
(18) > EEE > (p Pr) Apr + DIT ersepe 
1 1 


über, und es genügt, um die Möglichkeit der Umformung der 
linken Seite dieser Gleichung in die Lagrange’sche Form zu 
untersuchen, von den beiden letzten Posten abzusehen, da diese 
schon in der verlangten Form auftreten. 

Differentiirt man die Gleichung (16) nach £, multiplicirt 
dieselbe mit (p,) und summirt nach r von 1 bis o, so ergiebt sich 


[4 - [4 0 ” 1 - [4 0 ve IR : 4 0 r 
19) It It 
1 1 1 


4 
EN > =D RE); 


differentiirt man die nach # differentiirte, nach erfolgter Sub- 
stitution identische Gleichung (16) nach p,, multiplieirt die- 

















selbe mit en und summirt wiederum nach r von 1 bis o, 
so folgt 
g ‚ 
09, 0(P,) ' 
(20) >” äp dp N is lan) 
1 8 s 


Setzen wir nun in der Gleichung (18) 


4 
Ion 2 0 


oder 
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S : PAR r 
(21) u) örp, >> I(apr2 op, ” om, Op 





Y 
’ 4 0’p, op, 
= (2) Zpön, ' 50, >, 
1 
Y 
„ jZ Op, op, ep, 
I ta) 
Q ‚ 
5 ION op, 6(P,) 
— Po 2 } (arg or op, nn) 


199,9)... 1m S199, 08) 
a a  &, 0m, ’ 











so ersieht man aus (20), dass der Üoefficient von p/’ in Q, 
ım Allgemeinen nur Null wird, wenn 4 =s ist, oder dass @, 
eine lineare Function von 


m ‚m 


pı an Ps+1,.. -, Po 
ist; daraus folgt aber schon, dass @, nicht, wie es sein sollte, 
sich in die Lagrange’sche Form mit einem kinetischen Potential 
erster Ordnung setzen lassen kann, da in derselben die Ab- 
leitungen dritter Ordnung nicht enthalten sein dürfen — ob 
kinetische Potentiale höherer als der ersten Ordnung eintreten 
können, wird erst eine spätere Untersuchung ergeben*). 





*, Um zu untersuchen, ob im allgemeinen Falle ® ein kinetisches 
Potential zweiter Ordnung besitzt, also in der Form darstellbar ist 


09 _ 409 I a 09, 
AR op, Kid op, dt? op. 





werde bemerkt, dass, weil®@ nach (21) linear in p,',.. .,P. ist, 9, die 
Ableitungen p}', ...,p/ auch nur linear wird enthalten dürfen. Um nun 
diese Gleichung befriedigen zu können, müssen nach dem Hülfsatz 4. 
die Grössen Q , welche p}”,...,P," nicht enthalten, den Gleichungen 
identisch genügen } 
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Unter der Voraussetzung, dass die in dem kinetischen 
Potential (13) enthaltenen Functionen @,,...,9., 9 keiner 
Beschränkung unterliegen sollen, geht nur in dem Falle, wenn 





oQ, oQ, a 00, 
(«) op! Anz) it ar De eu t opl ae en 2); dt op+D 
PR 00, 0Q 
3—7 T 4 
= a) 3 daß? Pr = (— 1) op’ 
worin r = 0,1, 2,3, und x, A die Werthe 1, 2,..., o annehmen. 


Für „=s,i=s, r=0 geht diese Gleichung in 
d un d oR, d? og, 


op’ dt op, A DR en 


über; nun ist aber, weil 


0, Im - In 


war, vermöge (2) und e des 8 2., wie leicht zu sehen, 
20,009, 024, 
op, dt op, dt? op 


IE + Eu 
[I ta) 
IR 09, ae a ) 


4 ( SW, 99, 1 0B,) 89, 
nd I op man ı 007 op, 











0(P,) an a) d? J70(,) 09, 
Ir a, @ Dar #2 ' op, 0%, 
6(P,) 89, ©(P,) elmz 1 0) op, 
I or, Op, Op) de op ET 


und es sind nun die aus dem ehe (16) durch Differentiation 
nach t sich ergebenden Ausdrücke von P},.- ., P, hierin einzusetzen, um 
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o—=1, also nur eine zu transformirende Lagrange’sche Glei- 
chung in Betracht kommt, die Gleichung (21) in den von den 
dritten Ableitungen freien Ausdruck, in welchem jetzt der 
Index s wegbleiben kann, 


x ö 
Q => (P,) . 











Y ‚ 
op, | 09, 8(D,) 
(Di) por on tn a) 








P ‚ 
09, , 09, 0(B,) 
(or + Fr op ) 


1 

Q g 
A! BeR ach 
In -13N 

1 1 
über, und es braucht die Frage, ob dieser Ausdruck sich in 
die Lagrange’sche Form umsetzen lässt, offenbar nur für 
geradzahlige o behandelt zu werden, da für ungerade o die 
Determinante der linken Seiten der nach £ differentiirten Glei- 


chungen (16) bekanntlich verschwindet. 
Setzt man nun 


@ @ 
NE „ 09, 
> (Pr) anlen K, > (D-) Does L, 
1 


zu erkennen, ob dieser Ausdruck identisch verschwindet. Sei der Ein- 
fachheit wegen o=2, so ergeben sich die Werthe 


ind oe By), IR = lin +3 ‚ 


und durch Einsetzen in den letzten Ausdruck 
69, 4290, 50, dp (nd 9 
dp, dt op’ nam dp" 4 p” =) 


0 0 Op „ 0°? 
8 














op, \ op, 
ale, 09; 9 12). 





op, 09, Op, OB, 
und ebenso ist die Identität der andern in (x) enthaltenen Gleichungen 
zu prüfen, worauf wir später wieder zurückkommen werden. 
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so dass 


(22) ae 


ist, so wird, da @ die Ableitung dritter Ordnung in p nicht 
enthält, auch Z von p” frei sein müssen, da die (p,) nur von 
p, p und p” abhängen, und es wird die Gleichung (19) in 
unserm Falle die Form annehmen 


(23) PETrpPL=—- R(9)m:::— Bono). 
Nun ist aber nach dem Hülfsatze 4. die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass eine von t, p,p’, p” ab- 


hängige Function Q ein kinetisches Potential erster Ordnung 
besitzt, 


(24) | u FRE 
und es folgt zunächst aus der Gleichung (22), wenn man 
berücksichtigt, dass Z p” nicht enthält, 


29 _d0Q _2K _dOK AL. 
en) DT Tr T a 72T 


da ferner, wenn 
1 ’ ’ 
(26) Aw) tr + RB) N 


gesetzt wird, worin N von p,p’,p” und zwar von der letzteren 
Grösse linear abhängt, die Gleichung (23) den Werth 


ED Te 
K Yy L—N 
liefert, so wird die Substitution dieses Ausdruckes in (25) 
690 dag d oN 
(27) nerdt.opı ei: tee 


geben, und die Gleichung (24) somit erfüllt sein, also Q ein 
kinetisches Potential erster Ordnung besitzen, wenn die äusseren 
Kräfte P,,..., P, sämmtlich Null sind, da in diesem Falle aus (26) 
auch N=0 folgt. Verschwinden aber die äussern Kräfte nicht, 
so genügt es, den Fall o = 2 zu untersuchen, für den sich aus 
den nach ? differentiirten Gleichungen (16) 
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’ 0 5 0 Al „ 0 1 r 7 h” [Z 
gr er Da r P’+P, »=— 2 ie er p PB, 
und aus ve 





ergiebt, wonach, wie unmittelbar zu sehen, vermöge (2) und 
(3) des $ 2. 
oN d oN ‚6 ‚ö 
ta Pen) 

folgt, und somit aus (27) geschlossen werden kann, dass die 
Gleichung (24) nur dann erfüllt werden kann, wenn die äussern 
Kräfte sämmtlich constant sind. 

Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt 
sich der folgende Satz: | 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die o Lagrange’schen Gleichungen | 


oH don 
Da dp k (r=1,2,... 





in vollständige nach der Zeit genommene Differentialguotienten 
von Functionen der Coordinaten Py,:-- Po, Pır---, Po und deren 
Ableitungen übergehen, die jedoch von P,,-.:,Pg unabhängig 
sind, ist die, dass das kinetische Potential die Form hat 


el Siiexe rt Bert Orr Bist OD 


worin Orr+13..., Oro willkürliche Constanten sind, und @1,:..,Pg, P 
beliebige Functionen von Pı,.::,Po, Pi,-:-,Ps darstellen. In 
diesem Falle wird, wenn die in H. vorkommenden Functionen 
keinen weiteren Bedingungen unterliegen sollen, die Elimination 
der Coordinaten P,, - - -, Pe und deren Ableitungen aus den 
o Gleichungen und den 6 Lagrange’schen Gleichungen 

oH d 

op, ee =%, (== 1,2 ,.2,,80) 
dann und nur dann wieder auf Lagrange’sche Gleichungen 
von der Form 
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0 do 
num (s=1,2,...,6) 
führen, worin 9 ein kinetisches Potential erster Ordnung von 
Pı,-..,Po, Pi,.--,Po darstellt, wenn 6 —= 1, also im Ganzen 
o + 1 Bewegungsgleichungen in dem Systeme enthalten sind, 
und die äussern Kräfte Pı,..., P, entweder Null oder Con- 
stanten sind. 
Ist 6 > 1, so müssen die Gleichungen (20) erfüllt sein, 
und es wird dann, wenn 


Q % 
> OP, > A dBH 
n. (P,) op, a K,, - ni (P,) op, - L, 
1 


gesetzt wird, die Grösse 





dL, 
(28) Q, = K, = dt 





die dritten Ableitungen von P,,...,P, nicht enthalten, also 
L, von den zweiten Ableitungen dieser Grössen unabhängig 
sein müssen, während X, die zweiten Ableitungen linear ent- 
hält. Stellt man nun mit dieser Gleichung die aus (19) unter 
der Voraussetzung des Nullwerdens der Kräfte P,,...,P, 
sich ergebende Beziehung 


Dip E+ pn L—0 
1 1 


zusammen, so führt die Forderung der Existenz der Gleichung 


dL-.© oo" 08, 
TIER SSR ETT BEREIT 


wenn diese mit p, multiplieirt und die Summation nach s 
von 1 bis 6 ausgeführt wird, zu 


[07 [77 [0] [02 
2 pP, GE 7% p, = 7 > pR: > p, = 
[03 
= — 5 D*p/L, 
1 
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oder da 


Ina Zuash- nl up) 


ist, durch een zu 


(29) B5 Mr) +2 BL 


und diese partielle ee liefert durch Inte- 
gration 9 als Function von p, und p/, da L die zweiten 
Ableitungen nicht enthielt. Auf die Bedingungen näher ein- 
zugehen, welche die @,,..., 9, erfüllen müssen, damit die 
Gleichungen (20) identisch befriedigt werden, ist von keinem 
Interesse, es mag genügen für o—=2 die Bedingung in der 
Form 





ey 29 __ MIR _g 
op OP: op op, 





anzugeben. 

Setzen wir hierin wieder 6 —=]1, so ist das in dem oben 
ausgesprochenen Satze als stets existirend nachgewiesene kine- 
tische Potential erster Ordnung 5 nach (29) durch die Glei- 
chung gegeben | 


pe —9,—=pL oder s-n/t dp’ +Y(p)P/, 


worin un eine willkürliche Function von p bedeutet, also 
z.B. für e=2, da in diesem Falle, wie aus den nach £ 
differentiirten Gleichungen (16) unmittelbar hervorgeht, 


L=y(ö 2 2 en) 





op op op op 
ist, für den Fall, dss = P,=0 ist, das kinetische 
Potential 9 der Gleichung (18) gemäss in der Form gegeben 


“ ’ 0 1 ) 9 0 2 [) 1 ’ ’ ‚ 
rl er ne 5) an +rp)P +P(P, pP). 
Nachdem damit die Annahme, dass die ersten o La- 


grange’schen Gleichungen vollständige nach der Zeit ge- 
nommene Differentialquotienten darstellen, erledigt ist, sollen 
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nunmehr die beiden einzigen Fälle in Betracht gezogen werden, 
in denen noch eine Elimination der Coordinaten möglich ist, 
und die dadurch definirt sind, dass entweder in den ersten 
o Gleichungen die Grössen 9,...,Pe, Pı,---,Pe nicht ex- 
plieite enthalten sind, und die Werthe von p,”,...,2, aus diesen 
ermittelt und in die weiteren o Bewegungsgleichungen ein- 
gesetzt werden, oder dass die zweiten Ableitungen von 9,,...,2o 
in den ersten go Gleichungen nicht vorkommen — wobei fest- 
gehalten wird, dass das neue kinetische Potential wieder erster 
Ordnung sein soll, während die ohne jede Bedingung stets 
mögliche Elimination einer willkürlichen Anzahl von Coordi- 
naten, wie wir später sehen werden, auf völlig andere Formen 
des Eliminationsresultates führt. Sind also 


1) die Gleichungen 


oH 
op, 


oH 
er: 








d 
dt 
r 


worin P, gegebene Functionen von t sind, oder 


g @ 0 
oH EHEN, Ar ®H ,, 
30 De SAN m a er Fe wen PUR 
Er Op. on, t = 0,00; 2 TaTI 
®H „ 
Ferohl 2 
1 


von den Coordinaten p,,...,p, und deren ersten Ableitungen 
frei, so müssen es offenbar auch die Grössen 
0®H e. 0H 
OP, EPy op, op, 
sein und also die Form haben 
0®H 
0p,0P} 
o®H [4 [4 
Op,op., ae, R,. (Pı, 3 Po, Pi,» >. Po), 


und somit, da 


= (Pi, ---» Po, Pi, ---, Po), 


o®H 00,5 O2,.; 


0p,0p5 op, OP Oops 
Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 10 
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ist, &,; von p, unabhängig und daher 
0H 
On.) 8,8 (Pı,---, Po) 


sein. Da aber auch der übrige Theil von (30) von den Ab- 
leitungen der e Öoordinaten frei sein muss, also für A—=1,2,...,0 
der nach p, genommene Differentialquotient 


(31) 


o 


o°H o°H o°H 5 
Nee € — a _ aA VW m 0 
0P,0P; En, 3 On.0n,0p,? - 0P,.0P,0P, p 


identisch befriedigt sein. muss, so folgt 


[02 
Pat ur 00H ER >’ 00,; ARE 0 
0P,0P, op). 0P, -. er 





oder da @,, = @;, ist, identisch 


[0] 
cH ®H . Q10%6,, , 
32 ei RES 
( ) 0P,.0P, 09,09,’ - op, 


und daraus @,7 = 24,,, worin (‚= G, eine Constante be- 
deutet, so dass nach (31) sich für das kinetische Potential 


E p 
8) H= Dsosp.n + Diva... dr: Pb.-) 
1 1 


1 N ID ER) 


ergiebt, worin die Functionen » der ersten der Gleichungen (32) 
gemäss zunächst der Bedingung 


(34) A TE 


genügen, und die ersten o Bewegungsgleichungen die Form 
annehmen 


E [02 oO 
„ oN ov, 4 oV, „ 
(35) 2 Vorsitz, — mh 2m, 
1 1 1 


die aber noch nicht von 9,,...,P, frei sind. Damit dies der 
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Fall ist, muss zunächst der Coefficient von p, von diesen 
Grössen unabhängig und somit 


Der —= Rd...) (Dir er his) 
sein, worin die Functionen Q, der Gleichung (34) zufolge der 
Bedingung unterliegen 

00, _ 09. 
(37) PR EFER 
ist dies erfüllt, so müssen noch die beiden mittleren Posten 
der Gleichung (35) von P,,.-..,2o frei sein und daher mit 
Benutzung von (36) 








oN 129, 





„= T,(1,...,P1,.-.) 


oder 
5) ’ 0 1 0%, 
(38) N= nt tan) tat: 
1 
+ PeT% A Up, Ko, P; 2 or 


worin unter dem Integral vermöge (37) ein vollständiges 
Differential nach den Variabeln p,,..., p. Steht. Setzen wir 
aus (36) und (38) die Werthe von v, und N in (33) ein, so 
ergiebt sich als nothwendige Bedingung dafür, dass die ersten 
o Lagrange’schen Gleichungen von den Grössen 9, ,:.-,Pı,--- 
frei sein sollen, die folgende Form des kinetischen Potentials 


g 


g 
H= 5 0,5P.p5 + > p (Rs + %) 
1 Bi 


1, (22 00 x 
at te) + DIRT + U, 
1 1 


worin alle Functionen willkürlich, nur die @ der Bedingung (37) 
unterworfen sind, oder da wieder 


>) Ws +3 Ale "dp +: I en dp.) 


ein vollständiger nach £ genommener Differentialquotient ist, 
10* 
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4 p p 
(89) H= Drop. + DI Rs + Dr p,T, + U, 
1 1 1 


und umgekehrt nehmen, wie unmittelbar ersichtlich, nach (39) 
die ersten o Bewegungsgleichungen die Form an 


\ OR OR 
EM a De 
1 1 N 


worin 9%, -:--, 21, fehlen, und wir finden somit, 


dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die ersten o Lagrange’schen Gleichungen von den Coordi- 
naten Pi, ---, Po und deren ersten Ableitungen frei sind, die 
ist, dass das kinetische Potential die durch (39) dargestellte 
Form hat. 


Setzt man die gefundene Form von H in die zweite 
Reihe der o Lagrange’schen Gleichungen ein, so ergiebt 
sich unmittelbar 


g 0 g 
ur ORs ‚(Rs do0R, Ag 
va DB op! DI dt 3) —Dr8 dp, 
ii 


1 1 
5 
orD} doT, aU d aU 
+) Ta een 
1 $ h 8 


worin nunmehr die aus (40) sich ergebenden Werthe von 
Pi) --:,2e einzusetzen sind. Da aber diese Substitution die 
Grössen p und p’ selbst nicht wieder einführt, und die zweite 
Reihe der Lagrange’schen Gleichungen nur die Coordinaten 
Pı,..., Ps und deren Ableitungen enthalten soll, so dürfen 








die Grössen 9,,.:.,Pı,... im (41) gar nicht vorkommen, und 
es müssen somit die Beziehungen 
eT doT 
wo PERLE NE . 
und 
OR deoR oT 
Ce EIRTERTTe 
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identisch befriedigt sein. Nach Hülfsatz 3. erfordert aber die 
Gleichung (42) für 7, die Form 


(44) —T,= rd, pi aaa: ar Tor(Pi,.- .) Pot, 


worin c, eine Constante, und 





Tr 098, 
op, Op, 
ist, wonach (43) in 
_ doR oR 





a0, 2, + Dar 


übergeht und daher 
(45) R,— Ru, (Pi...) Pl ++ Bor (Piz. )Po+ Br(Pi,...) 


nach sich zieht, worin 








OR cdh, Se N EEE 
ee) En PER TE 
ist. Die Bewegungsgleichungen (41) nehmen somit die Form an 
g 
„ oU d oU 
(47) er Ps Bat 3, dp Pe 


1 


während das kinetische Potential (39) in 


g 4 
H= Dr. 2,09,96+ D2 p(Rıspi ++ RooPs + Ro) 
1 1 


Dr ae) ie 
1 


oder wieder durch Subtraction des vollständigen nach 4 ge- 
nommenen Differentialquotienten 


g 
d A 
ODER, 
1 
in 
Q @ 
H= 0 099% PE + I Pr 
1 { 


5 
+ DD #(Bıri ++ Borbo) + U 
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übergeht. Setzt man endlich in die Gleichungen (47) die aus 
der mit Hülfe von (44), (45), (46) umgeformten Gleichung (40) 


E o 
„ d G 
Ds — >" Rn — 0 —P, 
1 1 


sich ergebenden Werthe von p,,...,?, ein, so zeigt eine 
leichte Rechnung, dass, wenn ‘man 


w-4D p, Pu (Cu R ul ie % hrpe Coı Rue) R,ı ma: 
Fr CM: wi TER Yerr Cgg Rue) R,) 


2, (+ +D Qu P ) SRıuapı ++ Boudpo) 


setzt, worin die Grössen O,,= (,, sämmtlich Constanten 
sind und unter dem Integral vermöge (46) vollständige Diffe- 
rentialausdrücke stehen, 


M 


„ oW 
en; Pole a7 007 


wird, und die zweite Reihe der Lagrange’ schen Gleichungen 


N wenn 
U+V=9$ 


gesetzt wird, in 








übergeht. Fassen wir die gewonnenen Resultate zusammen, 
so ergiebt sich der folgende Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die ersten og Lagrange’schen Gleichungen von den Coordinaten 
Pi, +, De und deren ersten Ableitungen frei sind, ist die, dass 
das kinetische Potential die Form hat 


g 


@ Q 
H—= 8 c,5P.95 + Drp.R, + Dr PT, + U, 
1 1 . 
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worin R, T, U willkürliche Functionen von Py,...,Py,... sind, 
Und 3 = (ir ist. 

Fügt man ferner die Forderung hinzu, dass auch die 
weiteren Lagrange’schen Gleichungen von Py3--:,Po> Dis +: Po 
unabhängig sind, so ergiebt sich als nothwendige und hinreichende 
Bedingung die Form des kinetischen Potentials 


Q _ 
I >70 Cr8 9,25 + r Pr 
Al 1 


+ DS %(Brpit 4 Bord) + U, 


worin c, Constanten, R,, Functionen von P,,..., Po bedeuten, 
welche nur der Bedingung unterliegen, dass 


OR OR 


n EEE NEE 
ist und U eine beliebige Funchon von P,,..., 24, -- . darstellt. 


In diesem Falle liefert die Elimination der Grössen p",..-,Peo 
zwischen den sämmtlichen Bewegungsgleichungen für die letzten 
6 dieser Gleichungen in den Coordinaten 2, ..., Po und deren 
Ableitungen wiederum Gleichungen der Lagrange’schen Form 


0 d 09 
m eztan..o), 


worin das kinetische Potential die Form hat 


0 


= U+ 5 Dr de l(CnBaı ++ Oo Rug) But 
: ar (Cie Rai Se Rsn Ogg Rue) Rıe} 


ES (* +N CueB.) [Bındpı+ + Buudpo), 
1 1 


worin Omn = Onm und 0, beliebige Constanten darstellen. 
Hierbei ist wesentlich zu bemerken, dass dieser Fall auch 

Anwendung in der Mechanik wägbarer Massen findet, da 7 

Glieder zweiter Dimension in den Ableitungen p,',...,P, ent- 
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hält und somit entweder selbst das kinetische Potential eines 
Problems der Mechanik ist, wenn die linearen Glieder dieser 
Grössen darin nicht vorkommen, da die Bedingungsgleichungen 
die Zeit nicht explicite enthalten sollten, oder wenn diese 
vorkommen, das kinetische Potential eines Problems mit 
verborgener Bewegung im Helmholtz’schen Sinne sein 
kann, wenn die Üoefficienten .der linearen Glieder Constanten 
sind *). 


*, Mit Rücksicht auf die späteren Untersuchungen mag als Bei- 
spiel zu dem oben behandelten Fall ein System von nur zwei Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen in p und p vorgelegt sein, dessen kine- 
tisches Potential somit nach der oben gefundenen nothwendigen und 
hinreichenden Form durch 


H=op®+Roytkp+U 
dargestellt sein wird, worin c und k beliebige Constanten, R, eine be- 
liebige Function von p, und U eine solche von p und p’ ist, und die 
Elimination von 9, p’, p” zwischen den beiden Bewegungsgleichungen 
wird dann und nur dann wiederum eine Lagrange’sche Gleichung 
liefern, deren Potential von der ersten Ordnung und zwar, wenn P 
Null ist, durch 


E 1 , k 
9-U-.; BR’? 


Ic R, dp 


I 


dargestellt ist. Für die Mechanik wägbarer Massen müsste H nur 
Glieder zweiter Dimension in p’ und p’ enthalten, und wenn man 


U-UW+UMp + T,Mp® 


setzt, so müsste U,(p) = 0 sein; es nehmen somit das ursprüngliche 
und transformirte kinetische Potential die Form an 


H=cp’+RWrp +P°’U,p)+kp+ U,(p) 


und 
k 
9-9°(0,0) — ,%°0) + U.0 — Sl ar, 


und es folgt somit, dass dieser Fall keine verborgene Bewegung im 
Helmholtz’schen Sinne darstellt, da $ lineare Glieder in p’ nicht 
enthält. Für den gefundenen Werth von H lauten die beiden Be- 
wegungsgleichungen 


2 pP + Rp’ Rpp’—k=0 
RP’ +") +, —-UM=#, 


| und 
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Sind 

2) die ersten og Lagrange’schen Gleichungen von den 
Grössen 9,”,...,20 frei, so wird unter Voraussetzung der 
Ausschliessung der Integration der Gleichungen nur die An- 
nahme zulässig sein, dass diese Gleichungen ausserdem noch 
entweder von den go Coordinaten oder von deren ersten Ab- 
leitungen unabhängig sind. 

Die Unabhängigkeit der og Bewegungsgleichungen von den 
zweiten Ableitungen erfordert zunächst für das kinetische 
Potential, da dessen zweite partielle Ableitungen nach 9, ',...,Po 
genommen verschwinden müssen, die Form 


(48) H= 9:93 PM. )M ti 
a en Dia rd sr) Do 
; + PM: Pin Piy = .)) 
und führt die ersten o Bewegungsgleichungen in 


0m 09N\ , OIEERSUR N", 
(tt) 





über. Sollen nun diese Gleichungen 


a) von den Coordinaten p,,...,p, unabhängig sein, so 
muss dies auch für die Coefficienten von p,” der Fall sein 
und es wird daher 9, die Form haben 


und die Elimination von p” liefert die Gleichung 
7 1 } ; 1 ö 
v (2,0) — 5; 0°) + 9°(U' 0) — 5,50) Bo) 


+ZR0)- 0-8, 


welche sich auch für den angegebenen Werth von 9 in der Form dar- 
stellen lässt 


— — 
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50) 9, = 0, ) Di Pins» )) 
und die Bewegungsgleichungen (49) werden in 


OR, OR, 02, O8, ; 0 Do, 
nr Az + — 2. )Pe Top, ne ig 


02, A 00, „ P 
ap Pe Op f% 


übergehen; da nun aber die Üoefficienten von 9,',...,9, für 
sich ebenso wie der übrig bleibende Theil der Gleichung von 
den e ersten Coordinaten unabhängig sein müssen, so wird 
die letzte Gleichung, wenn 


08 OR, 


(51) pp, — rn (Pır-- Po) 
und ; 
0 O8, , 02, | P 
(52) Da Ep Ne er .). 
also | 


(88) N (ante +) + 


‚(1/08 8 
+ (nt + a) 


+2 “E + (Pr: >>) 
gesetzt, und zugleich berücksichtigt wird, dass nach (52) 
N RR 


fi r] 


Op,öp, 0On,0p,’ 
also nach (51) 


Orr — Crr; 
ist, worin C,, = — 6, eine Constante bedeutet und c,„— 0 
ist, ın 
(94) GV 2 ie 77 2, — ne pm 
da y ” P 
ön, ee . 


übergehen, die nun in der That von p,,..., 2, frei ist. 
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Da nun mit Einführung eben dieser Grössen das kinetische 
Potential vermöge (48) die Form annimmt 


=, +2%)P ++ (lo + Re) Pe 
 , f/08, 08 
+ DI (dat + ee) 


+99 ++ %p + %, 


oder, da @,,, = C,,, ist, vermöge der Gleichung (51) aus den 
zur Herleitung von ® angegebenen Gründen 


(55) a Du O,,+1Pr+1+ Orr +3Pr+3 + 0rePe-t+09-| 

+94» ayer + RP +%, 
worin O+1, ++, Oro Willkürliche Constanten bedeuten — 
welche, wie unmittelbar zu sehen, nicht nur die nothwendige 
sondern auch die hinreichende Dedingung dafür ist, dass die 
ersten o Lagrange’schen Gleichungen von den Coordinaten 
Pıy :-:, Po und deren zweiten Ableitungen unabhängig sind — 
so gehen die weiteren 6 Bewegungsgleichungen in 


oo, d oo g A. 0m, 

Er) Dr (ar a =) Or öp, 
1 
4 


: R A 
BE N RR ‚on, 
+2 (2) Dir 





über. Sollen nun die Grössen p,,...,?, und deren Ableitungen 
aus (54) eliminirt werden Rn so muss (86) von P,,-.-,Po 
selbst frei sein, also 


identisch erfüllt sein, woraus wieder nach Hülfsatz 3. 
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2, = B,(1,.:)Pp ++ Dar (Piz: )Ppa + ©, 
folgt, worin C, eine Constante und 
08,, OD 
GLıDE 5 Se 
ist, und es gehen somit die beiden Gleichungen (54) und (56) in 


(98) 01,P1 + 03,.P2 ur + en Br Fr DA 








oo, 
75 Orr+2 Pr+2 7 DR roPo + 0, — —pı (= a o,,) Zum 
| 4 2 & ) 0, „ 00, „ P 
Po op 2, op, pı er > r 
und 
oo, „ 0@ ” ‚ 00, d 0a, 
(59) won Tag Hal a) +... 


NE: 
+0 (6 dt nn) +nio Dat: +m Be 


Ob d oy\ __ 
+) ® 


über, während das kinetische Potential 7 nach (55) die Form 
annımmt 


EN, A-D}r, I Orr+1Pr+1 ... 
1 


+ PH (BuPpi + > # Dodo Qi 
+ De(BioP1 u en Dodo + Q,) Pb; 


setzt man nun die Werthe von p1,...,», und die daraus her- 
geleiteten von p7,...,», aus (58) in die o Gleichungen (59) 
ein, so ist zu untersuchen, ob diese Gleichungen wieder die 
Lagrange’sche Form annehmen, und welches ihr kinetisches 
Potential ist. Um zunächst die geringste Anzahl willkürlicher 
Funktionen in den drei letzten Gleichungen zu haben, setze man 


J(S-apı ++ Dardpo) = DB, (Pi, »-, Po); 


was der Gleichung (57) zufolge erlaubt ist, und es gehen die 
o Gleichungen (58) in 
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(61) Cr Pi er 03,92 ie re + 081793 3 Orr+1Pr+1 


r ’ do, — ®,) 
Tr rr+2Pr-+2 — Hu reale rePe + Gear tH# 
und die Gleichungen (59) in 
Pat +20) 40a +PR) | ,0®, 
anna int 


08 ou d 0% 
16 VE FERIEN ELLE 
+ Ps op, + op, dt op, FRE: P, 


über, während das kinetische Potential die Form annimmt 
g 

(63) H=)r Pr$ Orr +1 Pr+1 + Orr +2 Pr+2 +4 OrePe + @r} 
1 


+Pı & +6) +: % enl2°r0) + tv. 


Da sich aber die Gleichung (61) auf die Gestalt bringen 
lässt 
= (Cr Pi + O3,.P2 ++ Ö —1r Pr—-ı1 — Orr+1Pr+1 

ART A een roePe @&r + Q.Y—ıR, — 6 

worin ®, eine Function von Pı,...,P., und ®, eine solche 
von Pı,-.:,Po, Pi,---,Ps ist, so werden wir auf den oben 
behandelten Fall geführt, in welchem die linken Seiten der 
ersten o Lagrange’schen Gleichungen sich als vollständige 
nach ? genommene Differentialquotienten darstellen lassen, in 
welchen die Basis des Differentials von 91,...,p, unabhängig 
ist, und für diese Formen war gezeigt worden, dass für be- 
liebige oe und für o=1, wenn die äussern Kräfte P Null 
oder Constanten sind, die letzte Bewegungsgleichung wieder 
die Lagrange’sche Form annimmt, während für 6 >1 dies 
im Allgemeinen nicht statthat, sondern bestimmte Beziehungen 
zwischen den im kinetischen Potential enthaltenen Functionen 
erfordert. | 

Wir finden somit, 


dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
o Lagrange’sche Gleichungen von den zweiten Ableitungen der 
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Coordinaten P,,-::,P. und von diesen selbst unabhängig sünd, 
dass ferner die sämmtlichen anderen Bewegungsgleichungen die 
Coordinaten pP, ,- - -, Pe ebenfalls nicht enthalten, die ist, dass das 
kinetische Potential die Form besitzt 


\ 
H— Dr 9 {OrtiBr4ı + Orrtsßpr+s ++ Oro + 9) 
1 


Ha (+) + +0 ler 


worin O5. .., Oo, Orr+1, : : :, Org Constanten sind, @,,...,@o 
und ı» Functionen von Pı, :..,Pı,-.. und ®,,...,®, Func- 
tionen von Pı,...,Po bedeuten, oder, wie leicht durch Hinzu- 
fügung eines nach t genommenen vollständigen Differential- 
quotienten ersichtlich ist, die äquwivalente Form 


4 
H=)r pr! O1 9-1 + Or,42Pr+2 + ae + CroPo 4 SV) 
1 ? 


> 0,9, + %, 
1 


worin P, und » willkürliche Funchionen von Pı,-.., Po, Piz---,Po 
darstellen. In diesem Falle gehen die ersten og Lagrange’schen 
Gleichungen in die vollständigen Differentialausdrücke 


d 
allr2ı + pe + + G-1r9-ı — OrrtiPr+1 
Fre rr+2Pr+2 — m — Pl=-P,rC 


über, während die Reihe der folgenden Bewegungsgleichungen die 
Gestalt annimmt 


Din (ie a Den 
Te un 
1 1 


und diese Gleichungen lassen sich für beliebige o und o=]1, 
wenn P,,...,P, Null oder Üonstanten sind, auf die La- 
grange’sche Normalform 
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mit dem kinetischen Potential erster Ordnung 9 redueiren, 
während für 6 > 1 Bedingungen zwischen den im kinetischen 
Potential enthaltenen Functionen hinzutreten müssen. 


Dieser Fall ist somit wieder, wie aus der Form des kine- 
tischen Potentials 7 hervorgeht, in der Mechanık wägbarer 
Massen ausgeschlossen. 

Die Unabhängigkeit der e Lagrange’schen Gleichungen 
von den Grössen p1,...,2, hatte die Form (48) für das kine- 
tische Potential erfordert, und es blieb nur noch der Fall zu 
betrachten übrig, dass 


b) eben diese Gleichungen von den Grössen 9,,...,Po 
unabhängig sind, und eine Elimination der Werthe der Co- 
ordinaten 9,,...,2, und der daraus hervorgehenden Ableitungen 
derselben aus der folgenden Reihe der Bewegungsgleichungen 
vollzogen wird. 

Aus der Form (49) der ersten o Bewegungsgleichungen 
folgt, dass die Unabhängigkeit derselben von den Grössen 
Pı,---,Po die Bedingungen nach sich zieht 

Ey 0, 09, 09, 


(64) Gem Lan, m08.: 








und daher diese Gleichungen selbst die Form annehmen 


der, LE 09, 
ale Mi ap do 


worin @1,-.:, Po, P VON Pu, ..-, Pıy ++, Pı,... abhängen, und 
das kinetische Potential die Form besitzt 


(66) H= 9,Pı a PoPe + 9. 

Mögen sich nun aus den oe Gleichungen (65) die Werthe 
ergeben 
(67) DEEP, erh): 


woraus 
[4 00, = oo, ! : co, ER < 00, ‚ 
(68) 9, = tn? +2 Pr +2 ap , 
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(69) A 
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3 ch DIN Mita Pat zropr Bu 0) 


+ Dvilo op, Pr Dome a... PER Pit: + u ) 





+2 dB, 
+2 7 











14 DW (m it a... it . Zu .) 


g + Dr ( An Hogan Mt Aagag i W+) 


“ DE u 


folgen, und setzt man diese Werthe in das ee 





oH doH 
op uam» 
oder 
‚dp 0Y OL r d öy 
(70) p1 5 BT on op ge a7 


P PE } 0? 0°? 9 „ 
a tr ey N: tan te) 
0° op » Bier 2: 0° 9 p +. «+. 0? Ps it ——ß 
—h öp’ön, 77 1 op, op, ı op, öp;? ; 


ein, so folgt unter der Voraussetzung, dass die o Gleichungen 
wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung haben sollen, 
dass die Coefficienten von p}” und p, verschwinden müssen. 
Daraus ergiebt sich aber zunächst, wie leicht zu sehen, dass 
die identischen Gleichungen bestehen müssen 


eg, 00, 09,\ 0o, (ae >.) 00 
tet 
(s, A BE l, 2, we) 6), 














worin die eingeklammerten Grössen wieder die Werthe der- 
selben nach der Substitution bezeichnen sollen, und somit, 
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wenn wir wieder wie früher die Fälle ausschliessen, welche spezielle 
Beziehungen zwischen den Functionen @,, 9%, :.., 9, bedingen, 


1 0 2 Op 
(72) (3) = ee) 0; 


dann folgt aber aus der identischen Gleichung (65) 


wa -rx--en-z 


dass die p, die p,” nicht enthalten dürfen, dass also 


[f} 

(74) 0, (1,0, .*., pr, 22). oder 0 

sein wird. Da nun in dem Ausdrucke (69) die mit 9% multi- 
plieirte Klammer verschwindet, so wird der Coefficient von pz' 
nach der Substitution der Werthe (67), (68), (69) in (70), da 
p- wegen (74) p/’ auch nicht mehr enthält, vermöge (72) Null 
sein, also weder 97” noch p} in den o Lagrange’schen Glei- 
chungen enthalten sein. 

Da aber mit Beibehaltung der Klammerbezeichnung 


op, 
| (2) 


Op, 0° 0@ 
SER N (1) r ) SE En 
op, map) T \50n,) m, t 


op, 
(z 
op, ) 0’ p.\ do, 
an, ug 0 m: k a) ( / £ ) } f 3 
op; op,0P, au op,0Pp, op an 


und durch Multiplication mit p}, p/, durch Addition der Glei- 
chungen und Summation nach A sich nach (68), wenn wir 
der Kürze halber annehmen, dass die ©, von t unabhängig 
also die P, Null oder Constanten sind, 


It] 
A +) 














en 
eNamaapı N 0° \ap,om® ) 


Kocsnigsberger, Principien d. Mechanik. 11T 
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ergiebt, so werden die mit 9,', P,,... multiplieirten Klammern 
in der Gleichung (70) verschwinden, und die o Lagrange- 
schen Gleichungen nach der Sb somit die Form an- 








nehmen ü 

a ++) 
oder 

(ae 





tt) 
Da aber | 
tet et 


$ 








so a 

















g 0 
öp\ 00, d '/öp 0@ 
wo (&.) op, ae BA: op 
1 1 


sein, und daher, um zu untersuchen, ob sich die Gleichungen 
(75) wieder in die Lagrange’sche Form setzen lassen, nur 


festzustellen sein, ob sich mit Benutzung der Gleichung (73) 
die identische Beziehung 


g 
\ op, eo, ı 00, „ 
ent tet) 
1 
AR x rar: : (2: d eK 
> op.) 0%, DS; op /0p, Op, diop, 
1 1 


erfüllen lässt, wenn X eine Function von P,,...,P,,... sein 
soll. Setzt man nun 











Erweitertes Princip der verborgenen Bewegung. 163 


so dass (76) in 
e 
dL 09, 2 da... 
ee a ae) 
1/09\00, OK 
le), m 
1 


übergeht, so folgt mit Berücksichtigung des Werthes von (Ge) 





wie die Gleichung (73) ihn ergiebt, dass die Coefficienten 
von pP; und p. auf beiden Seiten der Gleichung (77) die Be- 
ziehungen liefern 


g p 
a =) 00, oL er) do, 
ee) u) 


woraus wieder 


eo Ill 


folgt. Für 6 >1 würde diese Gleichung somit wieder eine 
Beziehung zwischen den Functionen @,,...,9, erfordern, was 
von vornherein bei der Untersuchung ausgeschlossen war; ist 
jedoch o beliebig und o—=1, so geht die linke Seite der 
Gleichung (76) vermöge (73) in 


Sr) In) 
Hr Dil, (2)») 


oder unter der Voraussetzung, dass die P, Null oder Con- 
stanten sind, wenn man 


(79) x f Dir a iv Ira 


setzt, in die verlangte Form 

















IE 
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OK _d 0K 
op dt oy 
über *), und wir finden somit, 
dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die ersten oe Lagrange’schen Gleichungen von den ersten 
und zweiten Ableitungen der Coordinaten P,,--.,P. unabhängig 
sind, die ist, dass das kinetische Potential die Form hat 


H=9,(9,-- FR Pıy-++, D5% te 
sn pelMıy Pr) Diss») Dort PAD ze: Piy-:-) pr 


Soll nun die Elimination von P,,-:.,Pe für die weiteren 
6 Bewegungsgleichungen wieder Gleichungen der Lagrange’schen 
Form mit einem kinetischen Potentiale erster Ordnung liefern, so 
ist, wenn nicht specielle Beziehungen zwischen den p- Funchonen 


*) Sei z.B. | | 
HB=r@®+P+r’p +) +2 pp -Pr—p+l, 
so lautet die erste Lagrange’sche Gleichung, wenn die äussere Kraft 
Null ist, 
2p'p ar 1=0, 


ist also von p’ und p” frei und liefert p = — Setzt man diesen 





aD 
Werth in die zweite Bewegungsgleichung 

= 2nnp — ap? —appp m znp 
ein, so ergiebt sich 


Di 
Hape 
Da aber im vorliegenden Falle 
p=2appp pp pri, 














also 
At 
| rt tl 
ferner 
eop\ __ 0@, war 1 
(Ge) Pd apa 
so wird 
1 

9 =F 4p° er in 

wofür in der That 
eo d08 _ 
benedsaron 


ist. 
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bestehen sollen, nothwendig und hinreichend, dass 6 = 1 und. die 
Kräfte P,,..., P. Null oder Oonstanten sind, und zwar nimmt 
dann diese Differentialgleichung die Form 


an, worin das kinetische Potential erster Ordnung 


0-0 Dir (2) )ay -N ro 


ist, und die eingeklammerten Ausdrücke die Werthe: derselben nach 
Substitution der aus den ersten o BDewegungsgleichungen her- 
geleiteten Ausdrücke der p,,...,2, als Fumctionen von p und yp’ 
bedeuten. | 

Auch dieser Fall kann, wie aus der Form von H hervor- 
geht, in der: Mechanik wägbarer Massen nicht vorkommen. 

Somit sind alle Fälle untersucht, in denen die Beschaffen- 
heit einer Reihe von Bewegungsgleichungen eines Systems mit 
einem kinetischen Potentiale erster Ordnung, ohne etwaige 
Integrationen auszuführen, die Elimination von Coordinaten 
gestattet, und wiederum auf Lagrange’sche Gleichungen mit 
einem kinetischen Potential erster Ordnung führt, somit auch 
alle Fälle der erweiterten verborgenen Bewegung ermittelt, 
welche kinetische Potentiale voraussetzen, die nur von den 
Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhängen, und zwar 
ergeben sich als nothwendige und hinreichende Formen für die 
Möglichkeit dieser Elimination die folgenden fünf: 





1) wenn die den Coordinaten P,, ..:, Pe entsprechenden 
linken Seiten der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen für ein 
von t freies kinetisches Potential vollständige nach der Zeit ge- 
nommene Ableitungen von Functionen aller Coordinaten und deren 
ersten Ableitungen sind, die jedoch P,.::,P. selbst nicht ent- 
halten, 

H= 2(p,, 2, Po, IN .. Po, Pı, .. De); 
worin & eine willkürliche Function der eingeschlossenen (Grössen 
darstellt, 
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. 2) wenn unter derselben Voraussetzung der Darstellbarkeit 
der linken Seiten von o Lagrange’schen Gleichungen als voll- 
ständige Differentialquotienten die Basisfunctionen dieser Diffe- 
renbialquotienten von P,,...,P, unabhängig sind, für o +1 
Lagrange’sche Gleichungen 


Q 
H= >rp KORRRDN + Orr+2 Pr+2 2 “ Ar CroPe 1 9,) Sp 95 
1 


worin Orrtiy + + +, Oro willkürliche Constanten, und @,,..., 969 
beliebige Functionen von p und y’' bedeuten, 


3) wenn die ersin o + 6 Lagrange’schen Gleichungen 
von Pıy:: Por Ps: - Do frei sind, 


) 0 | 
Hr r,d C-3Pr DE + >rpr (Ri, pı + Rs, Pet Ban + Ru 25) 
1 fd - 


4 
+ »6m+ U, 
1 


worin c, und C,s = Cs, wilkürliche Oonstanten, R,, beliebige 
Functionen von %4,:..,Po bedeuten, die der Bedingung unter- 
liegen | 

ERNST. DR 


PP ar 





und U eine beliebige Function von Pı,.:.,2> Pı,-:-,Po dar- 
stellt, 

4) wenm die sämmtlichen o + 6 Bewegungsgleichungen von 
Pis > Pe , die ersten g Gleichungen ausserdem noch von Pı"z...,Bo 
frei sind, für 6—=1 


H= Sp, (OP + Orr tt 4 OrePet Pr} 
1 


u 0,9, + %, 
1 


worm O,,-.., Co, Orrtis 5 Or. willkürliche Constanten sind, 
und P, sowohl wie ı% willkürliche Functionen von p und y' 
bedeuten, 
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5) wenn die ersten og Lagrange’schen Gleichungen von den 
ersten und zweiten Ableitungen der Coordinaten P,,-: Po un- 
abhängig sind, und nur og + 1 Bewegungsgleichungen vorgelegt 
sind, 


H= 9, (9, Po P) pP)rı + ” + 9e(Pı Po) P5 P)Pe 
ar p(P; Po) P; pP); 


WM Pr: 5, Po, P wilkürliche Functionen ihrer Argumente 
darstellen, 

| überall von einem vollständigen nach t genommenen Diffe- 

rentialguotienten einer willkürlichen Function aller Coordinaten 

abgesehen. 

Die vorausgegangene Behandlung des Problems selbst 
zeigt, wie die Untersuchung auf kinetische Potentiale auszu- 
dehnen ist, welche beliebig hohe Ableitungen der Coordinaten 
enthalten, wie sie den bisherigen Untersuchungen zu Grunde 
gelegt wurden. 


$ 16. 
Helmholtz’s Fall der unvollständigen Probleme. 


Die von Helmholtz für die Mechanik wägbarer Massen 
gegebene Behandlung der unvollständigen Probleme lässt sich 
unmittelbar auf den Fall übertragen, in welchem das kinetische 
Potential H eine beliebige Function von £, 9, ..:, Po, Pıs---, Po 
und deren ersten Ableitungen ist. 

Wird angenommen, dass 


pP, = PM, ,M>=% 

worin die c, Constanten bedeuten, mögliche Lösungen des 
Problems sind, und setzt man weiter voraus, dass die Glieder 
in H, in welchen p,', P%,-::,2. linear vorkommen, Üoeffi- 
cienten besitzen, welche nur von p,, Ps). - -,P,, aber nicht von 
tb, Dis: Po> Pıs--.,Ps abhängen, — in der Mechanik wäg- 
barer Massen enthält 7 nur Glieder zweiter Dimension in 
Piy= Po» Pıs++ +, Po, und es braucht also nur die von Helm- 
holtz aufgestellte Bedingung 
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0H 


2,0, 
hinzuzukommen — so werden die ersten o Lagrange’schen 
Gleichungen 
| oH d cH 
op RN 

oder | 
OH RUNDTEN FR ROCH N  WOE 
ZT TAT UT N Op, op; ?? 

0®H ’ „ 

0p7 6% a rn 


da denselben der Voraussetzung nach die Werthe 


De De Te re 
genügen, in 


oH 2 
kat BR: (= h2u een 


übergehen. Berechnet man aus diesen Gleichungen 
Pı — o,(t, Pi, +, Po, Pi, Bahr Po); u 
MR T—7% (t, Pi, +, Po, p1, .. Ps) 
und setzt diese Werthe in die o weiteren Lagrange’schen 


Gleichungen ein, so erhält man mit Beibehaltung der früheren 
Bedeutung der Klammerausdrücke 


” M-Am-® 


Da aber wieder 


nn IE -(5 + er 
m + I 


so folgt aus (1) für den Fall, dass die P, als Functionen von t 
gegeben sind, 
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Sa dr 


0(H) d 6(H) 1 


op, dt op, Om at op, me 


und es haben diese 6 Bewegungsgleichungen somit, wenn 
g 
M)—-DP0,-$ 
1 


gesetzt wird, die Lagrange’sche Form 


0 do 
ie (N DRMUNG), 


worin 9 wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung ist. 


Sind somit unter den durch o + 6 Lagrange'sche Glei- 
chungen definirten Bewegungen eines Systems solche möglich, für 
welche P,, Pa, - - :,Po Constanten sind, und besitzt das kinetische 
Potential H die Eigenschaft, dass die Glieder, in welchen p',...,Po 
linear vorkommen, Coefficienten besitzen, welche nur von P1,Pg3---, Po» 
aber nicht von t, Yı,-.-,Po, Pı,---, Ps abhängen, so wird man, 
wenn in den ersten o Gleichungen = =: '=m = 
gesetzt und die Pı,. - :, 2. aus diesen durch t, Pı,...,Po, Pi y-- -Po 
ausgedrückt in die 6 weiteren Bewegungsgleichungen substitwirt 
werden, wiederum 6 Lagrange’sche Gleichungen mit einem kine- 
tischen Potential erster Ordnung erhalten, das, wenn @ı,...,@» 
die substituirten Werthe sind, durch 


EURE 
9 (A) DS Ea, 

dargestellt ist. 

Dieser Fall schliesst die Bedingungen der erweiterten mono- 
cyclischen Systeme ein. 

Auf die Untersuchung weiterer Fälle, in denen auch andere 
mögliche Lösungen des Problems bekannt sind, soll hier nicht 
näher eingegangen werden. 
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ht 


Ueber die Erniedrigung der Anzahl der Coordinaten 
Lagrange’scher Bewegungsgleichungen dureh Erhöhung der 
Ordnung des kinetischen Potentials. 


Nachdem die Untersuchung der nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Form eines kinetischen Potentials 
erster Ordnung dafür durchgeführt worden ist, dass die Elimi- 
nation einer Anzahl von Coordinaten aus dem Systeme Lagrange- 
scher Bewegungsgleichungen auf eine geringere Anzahl von 
Lagrange’schen Gleichungen führt, denen wiederum ein kine- 
tisches Potential erster Ordnung zu Grunde liegt — eine Unter- 
suchung, die für die specielle Form der Trennung des kine- 
tischen Potentials in actuelle und potentielle Energie für die 
Mechanik wägbarer Massen allein in Betracht kam — wird 
bei unsern allgemeineren Untersuchungen die wesentliche und 
interessante Frage in den Vordergrund treten, ob für ein 
System Lagrange’scher Bewegungsgleichungen mit einem 
kinetischen Potential oder Kräften bestimmter Ordnung durch 
Elimination von Coordinaten eine Reduction der Anzahl der 
Gleichungen möglich ist, wenn das neue System wiederum 
durch Lagrange’sche Gleichungen, aber für ein kinetisches 
Potential oder für Kräfte höherer Ordnung dargestellt werden 
soll, oder kürzer gefasst, ob für die Bewegung eines Systemes 
von Punkten unter dem Einfluss von Kräften einer bestimmten 
Ordnung die Bewegung eines Theiles dieser Punkte beschrieben 
werden kann durch die Einwirkung von Kräften höherer 
Ordnung, 

Wir wollen zunächst den Fall von zwei Lagrange’schen 
Gleichungen mit den Coordinaten p und p betrachten, welche 
zu einem kinetischen Potential erster Ordnung gehören, welches 
auch Z explicite enthalten darf, 


oH doH 

. a un t 
oH doH 

(2) FerE B, 


DET 
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und annehmen, dass die erste dieser Gleichungen p” nicht 
enthält, dass also 


3 DEgeN 


ist, so folgt unmittelbar, dass dieselbe auch von p’ frei sein 


muss, da der partielle Differentialquotient der linken Seite der- 
selben nach p’ genommen 


HH deH ©@H 
opöp dtöp? op op 
vermöge (3) identisch verschwindet, und H die Form hat 
(4) H=f&»pP)pP + hl PP), 
welche somit nothwendig und hinreichend dafür ıst, dass die 
Lagrange’sche Gleichung von p’ und p” unabhängig ist. 
Um nun die Coordinate p und ihre Ableitungen aus (1) 
und (2) zu’ eliminiren, folge aus (1) 
(8) Pr (£, p, p, pP”), 


also 





‚ 0 0 ‚ (7) „ 00 m 
Det 
[24 0° 0°? / ! 0 m 
MI RT ae 
und setzt man diese Werthe für p, p', p’ in die zweite La- 


grange’sche Gleichung (2) ein, so erhält man in den früher 
gebrauchten Bezeichnungen 


oH d (04H 
(6) er erg 
Substituirt man aber diese Werthe in H, so wird (H) 


eine Function von £, p, p’, p”, p””, welche p”” nur linear ent- 
hält, so dass die Beziehungen bestehen 


et 


ph? 

re 
o(H) _ (OH\ Op oH\o0pP OH) _ (oH\ 0» 
te re 
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oder da nach den Hülfsformeln des $ 2. 


OP N SALOR OR: OO PEN 
op dt op? Kop: dt op op’ 
ZB ED IE 2 
y op” dt op a 1 
1st, 
o(H) _ (OH oH\ op oH\ d op 
p -5)+% learn. 
o(H) _ (6H oH\op oH\fd op |, 0P 
y (Ft 6) y +) ad Tin 
(4) oH\ ö oH\rd op 


HR & g 2, 


Eu 4 op | 0p 1) 
On en au 67) m op” s; A op Bo 
Hieraus folgt aber unmittelbar die Identität 


o(H) d o(H) , d? ö(H) d® o(H) _ =) nn (67) 


Drawn aton 41:09. ar on 


op on Fr 
und die zweite Bewegungsgleichung (6) nimmt somit die 
Form an 


oH) 1a aa) ao a 
(Ü) Op dt op ig ODE nE =P 





beschreibt also die Bewegung der Coordinate p mit Hülfe des 
kinetischen Potentials (7), welches von der dritten Ordnung, 
aber linear in p”” ist. Nach dem Hamilton’schen Princip des 
$ 6. wird also die Bewegungsgleichung (6), welche eine Diffe- 
rentialgleichung 4** Ordnung ist, äquivalent sein der Variations- 
gleichung 


(8) () — Br)di— 0, 


was von vornherein hätte geschlossen werden können, wenn 
wir nicht die obige Deduction mit Rücksicht auf die früheren 
Auseinandersetzungen vorgezogen hätten. Aber es ist auch 
leicht zu zeigen, dass für das kinetische Potential dritter Ord- 
nung ein solches zweiter Ordnung substituirt werden kann; 
denn da (H) in p”” linear ist, also die Form hat 


(9) (H) der; Fit, p, p, pP”) Du 2; F, (t, p, p’, Da 


so wird, wenn 
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v— Ft, pp, p)dp” 
gesetzt und 
10) K-F-| art R dp’ +p” a dp” 
+ Fi,» p, pp” 
bestimmt wird, weil K ein vollständiger nach t genommener 
Differentialquotient ist, nach Hülfsatz 3. 





tı 
Kat 0 
bo 
sein, und diese Gleichung somit von (8) abgezogen 


2 
OD — K— By)dt—= of(H — Pp)di 
bo 
liefern, worin 
| H)-&=9 
vermöge (9) und (10) ein kinetisches Potential zweiter Ord- 
nung darstellt*). 


*) Es geht aus der obigen Darstellung hervor, dass ein kinetisches 
Potential einer Variabeln und beliebiger Ordnung, welches die höchste 
Ableitung der Coordinate nur linear enthält, stets durch ein anderes 
kinetisches Potential von einer um eine Einheit niedrigeren Ordnung 
ersetzt werden kann, aber wir können diese Bemerkung noch allgemeiner 
fassen, so dass sie eine Ergänzung zu dem Hülfsatz 4. liefert, die wir 
erst an dieser Stelle hinzufügen, um ihre Anwendbarkeit deutlicher 
hervortreten zu lassen. Es waren oben die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür aufgestellt, dass eine von t,p,P',..., per 
abhängige Function N ein kinetisches Potential M besitzt, oder dass 
eine von t,9,P',...,p”) abhängige Function M existirt, von der Be- 
schaffenheit, dass 


(«) of mat — (Noöpat 


ist. Lässt man aber die Bedingung fallen, dass das kinetische Potential 
von der »ten Ordnung ist, und fragt nach den Existenzbedingungen für 
ein kinetisches Potential M beliebig höherer Ordnung o, so dass 





eM doM Mi Maren: d 0M 
NEN er ren u SINE vi F 
. op. dtiop ) dem op + en die} FrOE 
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Wir finden somit, 

dass wenn von zwei Lagrange’schen Gleichungen die eine 
derselben von der zweiten Ableitung der zugehörigen Coordinate 
unabhängig ist, die Elimination dieser Coordinate und deren 


worin e > » ist, so ist zunächst leicht zu sehen, dass 





= von p®) 


unabhängig sein muss, weil sonst die rechte Seite die Ableitung pP) 
enthalten müsste, während die linke Seite nur von der 2»teR Ordnung 
ist. Hat nun aber. M die Form 


M— plt,9,9,...,2e N) 9 + ut, 2,0... Due 
und bildet man die Function 


2 - (pltp,p, ea el. 
so wird 


23 da Re op (0-1) ’ "29 (e—1) 
na E27 +» Do Er. 
(0-1) 09 (0-1) (g) 
+Pp I>® Heompe, 


und da K ein vollständiger nach £ genommener Differentialguotient, also 





(ß) oe Kdt= 0 


worin M, somit ein kinetisches Potential von N ist, aber vermöge seines 
Werthes M — K die Ableitung p(® nicht mehr enthält. Nun muss 
aus denselben Gründen, wenn noch eg —1>» ist, M, linear in 
p®=D sein, und in Folge dessen ist wieder ein neues kinetisches 
Potential M, herzuleiten, welches nur noch 202% enthält, u. s. w., so 
dass sich der Satz ergiebt: 


Besitzt eine Function N, welche die Ableitungen bis zur 2vt Ord- 
nung enthält, ein kinetisches Potential oe" Ordnung, worin oe >» ist, 
so muss dasselbe die Ableitung p9) linear enthalten; befreit man dasselbe 
in der angegebenen Weise von p®, so darf das neu entstehende kinetische 
Potential e — 1'” Ordnung pP» nur linear enthalten u. s. w., wnd 
man erkennt durch diese successive Reduction, dass, wenn eine Function 
N von der 2vtr Ordnung überhaupt ein kinetisches Potential irgend 
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Ableitungen aus den beiden Gleichungen auf eine Differential- 
gleichung vierter Ordnung führt, die en kinetisches Potential 
zweiter Ordnung besitzt*), 

dass also die Bewegung der zweiten Coordinate durch die 
Einwirkung einer Kraft der nächst höheren Ordnung be- 
schrieben werden kann. 

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass nicht nur die hin- 
reichende sondern auch die nothwendige Bedingung dafür, dass 


welcher Ordnung besitzt, dasselbe auch ein kinetisches Potential v'" Ord- 
nung besitzen muss, die oben angegebenen nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen somit die Existenz eines kinetischen Potentials überhaupt 
charakterisirten. 

Die Ausdehnung dieser Sätze auf kinetische he: von mehreren 
Variabeln ist unmittelbar ersichtlich, 


*) Sei z. B. das kinetische Potential erster Ordnung 
2 
H=yppy + 


gegeben, und sei P= 0, so dass die beiden Lagrange’schen Glei- 
chungen lauten 
Ba und pe 
so wird die Elimination von p und p” die Gleichung liefern 
| — p@p"? + Apr" HET) P. 


Bildet man aber 
(H) = App" + pp pp” + — en 5 .D? pP", 
so geht die Gleichung 
0(H) d EI Bo AEr IR EB ER 
op dt oy amade on 
in die eben erhaltene zweite transformirte Bewegungsgleichung über, 
in welcher nach der obigen Darstellung, wenn 
y=p*pp”, also K=p’pp” + 2pp?p” + p’p”? 
gesetzt wird, das kinetische Potential (7) durch 
’ „ 1 ’ 1 [24 
9=(H)—- K=2pp°p Sale 2 
ersetzt werden kann, für welches dieselbe Bewegungsgleichung durch 


0 d 09 ABAD. 
ana dt op ann ENT i 


’ 








dargestellt wird. 
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ein kinetisches Potential dritter Ordnung auf eine. Differential- 
gleichung vierter Ordnung führt, die ist, dass dasselbe linear in 
der dritten Ableitung sein muss, 


denn, wenn in dem Ausdrucke 


73) d 09 h d? 09 d? 09 


op dt op dt? op” dt? op” 
zunächst p“””? fehlen soll, so muss 
) 4 „ ‚ [4 „ 
m oder H=pltBP,P”)p” +99, P") 


sein, und ist dies der Fall, so wird, da der Coefficient von p” 
nur aus den beiden letzten Gliedern des Ausdruckes entsteht, 
und derselbe, wie unmittelbar zu sehen, verschwindet, auch p” 
in der Differentialgleichung nicht enthalten sein. 

Fehlt aber p” nicht nur in der ersten .sondern auch in der 
zweiten der beiden Lagrange’schen Gleichungen, so müssten die 
Bedingungen erfüllt sein 

ae 
op? Sy 0) und op op m $) 
und somit HZ die Form haben 


HE, Pp, Vpo+rtt, PP, pP), 


so dass die beiden Differentialgleichungen lauten 
OR N RTE 
ya A+z=p 


027% OT 0°f; ++ vi — 8; 
I 


dp Den pop? — pop op ot 


setzt man nun den aus der ersten dieser beiden a 
sich ergebenden Werth 


p — Ft, p, pP) 


in die zweite Gleichung ein, so ergiebt sich nur eine Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung in p, und da 


HR (GH rt?) +R6ERP) 
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in p” linear ist, so giebt es also in diesem Falle stets ein kine- 
tisches Potential erster Ordnung *). 
Enthält die Gleichung (2) die Ableitungen p” und p’ nicht, 
so müssen die Bedingungen erfüllt sein 
GEB al a 0®H 





One an On di mn AR dn 
und daher 
(11) H=g,(1,», 9, P)-+ 9(t, 9,9, P), 
worın 





8: RE 0° 9; u 
ENORM 2(t, P, pP), 
also, wie leicht zu sehen, 
12) H=pao,(t,», pP) +Po(t,p,P)+ 0; (t,P, P) 
+ (4,9, pP) + o,(,»,P), 
worin 
oo, __0@y, 
(13) ep..." 2p | 
sein muss; dann werden aber die beiden Lagrange’schen 
Gleichungen, wie unmittelbar folgt, lauten 























em 00, 00 Kam Aa) 
(14) op op ot op’ ot öp op? op” pı—E, 

0o, sn ROSINEN AO A 0} —R® 

op op ERNGENGE Dp’op” op” Di at: 


und somit die erste von p' und p”, die zweite von p’ und p” 
unabhängig sein. 
Entnimmt man nun aus der zweiten Gleichung den Werth 


Dir rd, p, p BE 


*) Setzt man z, B. 
h=rp’+pp, ak=ppp?, 
so lauten die Lagrange’schen Gleichungen 
0 app 2ppb np T,nn 0, 
und das Eliminationsresultat 
2pp’+3pPpp—=0, 


wofür das kinetische Potential die Form hat 


3 1 , 
rang: 


Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 12 
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indem man die äussern Kräfte P und ® als gegebene Func- 
tionen von Zt betrachtet, und substituirt diesen Werth nebst 
seinen Ableitungen in die erste Differentialgleichung, so erhält 
man eine Differentialgleichung vierter Ordnung in p, für welche 
das kinetische Potential 7 in eine Function übergeht, welche 
die Grösse p”” im Allgemeinen nicht nur linear enthält, und 
für welche also auch im Allgemeinen ein kinetisches Potential 
zweiter Ordnung micht existiren wird. Um nun zu untersuchen, 
unter welchen Bedingungen das Eliminationsresultat 


Q E* ( 0; (t, =) u (> (t, PN) on (ee (t, p, >) ‚Be ( 22) 





























op op ot op’ öt 

SCAN 15 0° 0, (t, pP, pP) ER: „ 0°’ @, (t, P, p) eh N! 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt, bilde man 
Eon an," af (eran) Dr, 
bee ap” ot) on” di\opon“) on" al\on Er 

(ra (5 a Or 
| et 

ORTEN (a) 
ED op?/ op’ 


und es muss zunächst nach Gleichung (24) des $ 3. 


0Q a ag Nor ae 
Terre (08) tar (fr a) op” 


HE 


sein. Aus dieser Gleichung folgt aber, dass der Coefficient 


Be () —=(, also —- — () 

















von P 





identisch erfüllt sein muss, also 
(4,2, P)= (PP rl) + R(t,P) 


ist, während der übrig bleibende Theil der Gleichung (15) die 
identisch zu befriedigende Bedingung vorschreibt 





oR, of af 08, of nare DEE 
ot op” aurr op Op” ap Y 
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[220 


da nun der Üoeffieient von p 
08, 
ES — (), salsor 2, — Str), 


und danach 
F of of 


sein muss, so folgt, wenn wir nunmehr der Einfachheit wegen 
voraussetzen, dass £ im kinetischen Potential nicht explieite 
enthalten ist, dass 


ve of 
2) =a und zy 0 


ist. Wenn aber f die Ableitung p’ nicht enthalten soll, so 
muss die linke Seite der zweiten Lagrange’schen Gleichung (14), 
welche unter den eben gemachten Voraussetzungen die Form 
annımmt 
—_— 09; — » __ Fr), _ FF). _ 
art Zi anapı? Ta ze B, 
von p’ Bi u identisch 


‚0° Ta d 9) „6° . p) 
| Mage + P ma 
sein, woraus 


ra —=c ode o,(p,P)=cp?+ u, (P)p+Y,(p) 


folgt, und es nimmt daher nach Gleichung (12) das kinetische 
Potential die Form an 


H=poa(»p)+Po,(pp) tap?+ %(p)p + %(P) 
+ cp? +u,(p)pP + Y(P) + 8;(P, P) 


oder mit Fortlassung der nach t genommenen vollständigen 
Differentialquotienten bei Berücksichtigung der Beziehung (13) 


16) H=-ap’+Rap)+e +) tm (BP), 
nach welcher die Be we lauten 


p 











7 


(17) 
EN pe Er —®, 





12* 
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Da aber dann das Eliminationsresultat Q, worin 


(18) p=flt,PpP”) 


zu substituiren ist, in 


9 CE) ı ea) \ 


übergeht, und, wie unmittelbar zu sehen, nach den Beziehungen 


(2) und (3) des 8 2. 














20 Wer 
2} 9, öf öf a 
ee eereete 
eg d of og 
Bun ta op rn 


ist, so wird die für die Existenz eines B Potentials 
zweiter Ordnung noch zu erfüllende Bedingungsgleichung (23) 
des $ 3. die identisch zu befriedigende Gleichung liefern 


2 EHEN 
oder 


of OR, 1070, N MR 
a zit ea) + Enl=e 
worin ce eine willkürliche Constante bedeutet. Da aber der 


Ausdruck (18) die zweite der Gleichungen (17) identisch be- 
friedigen muss, also 


(20) . en (2 0; (P, BD) — Dr p’ NT) 








ist, so wird sich durch Differentiation der identischen Glei- 
chung (20) nach p und p” 


(ar) + (anan) u + a 0 (onae) ar 2a0 








ergeben, und En Substitution der hieraus folgenden Werthe 


von ji und © >, in (19) die in p und p” also auch in p und » 


identisch zu ee Gleichung hervorgehen 
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On [er sl 0°0,(P, a Be Ö ver 2] 


op? op? 
o;,(P, P) 
N draun po 
Setzt man hierin 
(22) BMA) ARIP)—=Flnd), 
so geht die identisch zu befriedigende Gleichung (21) in 


ccf „Er 
ag + © ERTIREET 


über, deren allgemeines Integral, wenn 


1 .—0+Y0O+4ac 1 ik: yO?+ 4ac 
Ra DNBCT UT ERIZLR re TE SD VBFErT BG: 


2a 





N 


gesetzt wird, durch 


F(p, a 


dargestellt ist, worin und % willkürliche Functionen be- 
deuten, so dass nach (22) und (16) A die Form annimmt 


H=ap+epP®+pp— Ay) + — Ap), 
und wir somit den folgenden Satz erhalten: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass in 
der Lagrange’schen Gleichung (2) p” und p’ nicht enthalten 
sind, und das kinetische Potential die Zeit micht explicite enthält, 
dass ferner die Elimination von p aus den beiden Lagrange- 
schen Gleichungen eine Differentialgleichung lefert, welche ein 
kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt, ist die, dass das 


ursprüngliche kinetische Potential — immer von mach t ge- 
nommenen vollständigen Differentialguotienten beliebiger Func- 
honen der Coordinaten abgesehen — die Form hat 


H= ap? + ep? +9 @— AP) Help — Ad), 
und somit die Lagrange’schen Gleichungen lauten 
Zap” — p'(p — AP) — v(p — AP), 
2" + App — hp) + AV(P — Asp), 
worin a und c beliebige Constanten, A, Ag —= — — und g@ sowie 


ı» willkürliche Functionen ihrer Argumente bedeuten. 
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Enthält die Lagrange'sche Gleichung (1) p”, aber p’ nicht, 
und fehlt p' auch in der Gleichung (2), so dass man nach Elı- 
mination von p” auch hier » durch t, p, p’, p” wird ausdrücken 
‘können, so muss den Bedingungen genügt werden 
d e®H HH deH »H 
rn a order 
und es folgt leicht als nothwendige und hinreichende ‚Bedingung 
dafür, dass die beiden Lagrange’schen Gleichungen p’ nicht 
enthalten, die Form des kinetischen Potentials 


23) H= ap? + pya,lt,p) + po;(t, pP) 
art) tan) 


worin a eine Oonstamte und @,, ©, ©, ©, willkürliche "Fume- 
tionen ihrer Argumente bedeuten, so dass die beiden Lagrange- 
schen Gleichungen lauten: 








(24) —2ap’ — ap” — ee or 


Z - ’ or Be} 0° m 
(25) a le SO ve op en os 


dp + 7b, v2 —P. 

Wenn £ im kinetischen Potential nicht explicite IR. 

ist, also @,, @,, @;, ©, von £ unabhängig sind, so enthalten die 
beiden Bewegungsgleichungen, wenn @,—=(0 ist, p garnicht, 
und die Elimination von pP” liefert eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in p, welcher Fall oben in der Theorie der 
verborgenen Bewegung behandelt wurde. Ist jedoch t in H 
enthalten, oder &, von Null verschieden, so eliminire man p” 


aus diesen beiden Gleichungen; dann liefert das Eliminations- 
resultat den Ausdruck 


Hi o(t, p,P, pP) 
und durch Substitution in eine der beiden Gleichungen wiederum 


eine Differentialgleichung vierter Ordnung, für welche jedoch 
(H) das in p”” quadratische Glied 
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a 


enthält, und es wird somit im Allgemeinen in diesem Falle 
die Differentialgleichung vierter Ordnung kein kinetisches Potential 
zweiter Ordnung besitzen *). 

Werfen wir nun die Frage auf, wann die aus den letzten 
beiden Lagrange’schen Gleichungen (24) und (25) durch Eli- 
mination von p und p” sich ergebende Differentialgleichung 
vierter Ordnung ein kinetisches Potential zweiter Ordnung 
besitzt, unter der Voraussetzung, dass die äusseren Kräfte P, 
und P, Null sind und die in 7 enthaltenen Functionen # nicht 
explicite einschliessen, so werden für die Form 


H=ap’+ppo,(p) + Po, (P, P) 
tz Sl dp + @s (P, p’) 1" 0,(P, p) 








*, Sei z.B. 
Deore, el, 00, da—l, 
so lautet das kinetische Potential 
H=p?+pPp +tpp +iyp 
H=p’+ppp — pp; 
und die zugehörigen Lagrange’schen Gleichungen für verschwindende 
äussere Kräfte 
2er pr? p=0 und ppf + p=0, 
so dass die Elimination von p die Differentialgleichung vierter Ordnung 
liefert 
pp” + 6pPp” + app + Tp?p" + 3pp + sp? p=0; 
dass diese ein kinetisches Potential zweiter Ordnung nicht besitzt, geht 


daraus hervor, dass, wenn die linke Seite derselben mit @ bezeichnet 
wird, die nach Hülfsatz 4. nothwendig zu befriedigende Gleichung 


a N a a 
op” EDER 


nicht identisch erfüllt ist; das kinetische Potential 7 geht über in 


oder 


1 „ ’ „ [4 ’ | ‚ 1 ’ ’ 
= Han HR 2on)>+ FR @p” Happip” + p°+ 2pp) 
— pp’ + 9974 99) 
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oder mit Fortlassung des nach t genommenen. vollständigen 
Differentialquotienten 


p’o,(P, | dp 1 /o.(n p)dp 


für die Form des kıinetischen Potentials 


(26) H= ap”+p'yo, P)+ (pp) + @, (2, P) 


die Lagrange’'schen Gleichungen lauten 











(27) . — 2ap’— a, (p)p”— p ea =e 2 Ar 
E ‚‚ 0°@, 3 ae ‚ s\r 5 a 
(28) . —oıp np —p Ban) y im u p') 


und die Elimmation von p” liefert zunächst 
0° ZZ ‚ 1.5 Ö 
(29) (0,°— 2a mu + po, 9 2 EM 2ay nn + 2a 2 


+ 2a er — 9 dm. —(. 
Ergebe sich aus dieser Gleichung 
(30) p=F(p,p,P”), 


[Ad 








nach welcher (7) in eine für p”” quadratische Function über- 
geht, so wird die Substitution des Werthes (30) in (27) das 
Eliminationsresultat in der Form liefern 


d’F r ‚00, (P) 00, 
Ne 


und es ist die Frage zu beantworten, ob der Ausdruck N, 
welcher von der 4" Ordnung in der Ableitung von p ist, ein 
kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt. Aus der zweiten 
der beiden für die Existenz eines kinetischen Potentials. zweiter 
Ordnung nothwendigen und hinreichenden Bedingungen (23) 
und (24) des $ 3. folgt zunächst, weil nach den Hülfsformeln 
(2) und (3) des $ 2. 


ON BF N. 
ann — 2uü (23 dt dp” te) und a 2a 


ist, dass jene Gleichung dann und nur dann erfüllt ist, wenn 
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also F von p’ unabhängig ist, oder dass die linke Seite von 
(29) p’ nicht enthalten darf; danach folgt unmittelbar, dass 





0°o y ; H 
50 dr) RP) 
und oa. — dag, =c 


sein muss, worin c eine Constante bedeutet, und es gehen 
somit das kinetische Potential a 


(31) H= ap? + o,pp + 2 — pP? ++ 0, 
und die Lagrange’schen Se, in 


TER ap” — (or Ha pe 427 “ EN 0, 

















(32) 9 ce rn) 
„ ETE ” 1 10152 0 
er BER NCHE S Fürst 
über, also durch a. von 9 
@B) op + 2nlı gun mg, 


Berechnet man ie: 


BR (P, pP’), 
Be setzt diesen Werth in die erste der Gleichungen (32) ein, 
so ergiebt sich als Eliminationsresultat 


ed) te 


und es ist zunächst die Gleichung (24) des $ 3. TireR die linke 
Seite erfüllt. 

Da nun zur Existenz eines Potentials zweiter Ordnung 
auch die Gleichung (23) des $ 3. befriedigt sein muss, und 
wiederum nach den Hülfsformeln (2) und (3) des $ 2. 











ade a of Ro 
an aan a 
AN a of of Dra,\ Of 
a ZI u lern 
ER NOT, oa. Nelonaen 


dp an. Van “Fp 
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ist, so muss ” Gleichung 
6 Am 
(35) 4T2e? 7 +09+(G ei) = 0 


identisch 1 sein. Bemerkt man aber, dass vermöge (33) 


die Gleichung 
„ ae 0o, 2 08 Z— 
a re), u), ‚6 


eine identische ist, m somit die nach p” und p genommenen 
Differentialgquotienten die ebenfalls identischen Beziehungen 


liefern nr 2 
e+[20(2%) - — (0) 12, —0, 


rt ale) ar 




















0° 0, wi oo, of _ 0m, (0a, ee 
FF 12a (e DR er | Tan op. 09 Ehe ie 
so wird durch Substitution der hieraus sich ergebenden Werthe 
für I und 2, in die integrirte Gleichung (35), wie leicht 


on 7% 
zu sehen, als nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 


dass ein kinetisches Potential zweiter Ordnung für das Elimi- 
nationsresultat sich ergiebt, die in p und p identisch zu er- 
füllende Gleichung hervorgehen 











RP) er ® 2 ao, 00, 0o, 00, Ss Zn 
(37) 4a 4a ap? 2a0, Er, — 24a db Dr +c 
Yes OU Ma 
ur Be 
worin C eine beliebige Constante bedeuten darf, und somit 
durch Differentiation nach p für ©, und », die partielle 
Differentialgleichung 


0°? [r) ; 0° [0] do 0? [6) = {0} 
38 4 2 4 A ! a —— 
( ) da ER — 2ao, pop! ea ap ste 


2 } 0°o, 0°’o, 
=(0,+0) (2a — o, em) 
Nimmt man @, = u constant und setzt 
2 Ö € C 
Ba UHN + #(w+ 0) Ber, 


2a 4a? 
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so erhält man für ®, die partielle Differentialgleichung 
0°o, oo, 0° a 
Opop ep op? Ans er au NW 

deren allgemeines Integral, wenn 


Day re 


gesetzt wird, durch 
= Dd(p—A,p) + Pip— AP) + Xp) 


dargestellt ist, wenn ®, X, X willkürliche Funetionen ihrer 
Argumente darstellen, und da vermöge (37) 


2 )=—-Xp)+G. 


folgt, worin-C, eine Integrationsconstante bedeutet, so wird 
das kinetische Potential (31) in | 


(39) H=ap°+upy a "pP? +D(p—A,p)+ W(p— 1,9) 


übergehen, worin a, u, c, © beliebige Constanten bedeuten, 
und die beiden Lagrange’schen Gleichungen die Form an- 
nehmen 


— 2apP— u” HP (pay) + er p—Ap)—=0, 


[24 == „ E ’ 
— u — 2" — APP — A) — WE (p— hp) — 0. 


a 


Es ergiebt sich somit, 


dass die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass in den beiden Lagrange’schen Gleichungen, für welche 
das kinetische Potential die Zeit t nicht explieite enthält, und 
die äusseren Kräfte Null sind, p’ nicht enthalten ist, und die 
Elimination von p aus denselben eine Differentialgleichung in » 
liefert, welche ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt, 
durch die Form des ursprünglichen kinetischen Potentials 


H= ap? +0) pP +, +) + 0, $), 


also durch die zugehörigen Lagran De Gleichungen 


2 —_c 
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2 2ap” — et u a u a, 


2 0,7 — € „ @ 00 ’ 0@ 
— a BE + 0 


ausgedrückt ist, worin @,, ©, & durch die a n., 
(37) mit einander verbunden sind. Ist o, eine Oonstante, fehlt 
also in den beiden Gleichungen auch Y', so mussten sich — wie 
unmittelbar ersichtlich — die dem vorigen Falle analogen Aus- 
drücke ergeben. 











Der nur noch allein mögliche Fall, dass in den beiden 
Lagrange’schen Gleichungen eine Coordinate z. B. p fehlt, 
kann auf die Untersuchungen des vorigen Paragraphen zurück- 
geführt werden, lässt sich aber auch sehr einfach direct er- 
ledigen. Wenn nämlich die erste Lagrange’sche Gleichung 
von 9 frei sein soll, so folgt unmittelbar . 


(40) = —=ylhp, p)o+v(,p,», p), 
worin 
(41) Tre: Pr} — () 


ist; die naher der zweiten Lagrange’schen Gleichung 
von » liefert a die weitere Bedingung 








dp I a 2 a EN. 
a Pt ad? Dpoe Popp on 
die, ib sie eine N sein soll, zunächst 
0? 
n —=(, 


also 

VD Pot, P, p) Sr 1, pP; p) 
giebt. Danach folgt aber aus (41) und (42), dass 
(43) oo 09 0% 2.09 ox _0o 


Rp’, „op an, on eeon 2. 0l 
sein muss, und dass somit nach (40) der Ausdruck für das 
kinetische Potential 


H=p[p(,»,}) dp + pP folt,»,p) dp + /x(t, p, p) dp 
TE Fi, p, pP, pP), 
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da nach (43) der Ausdruck 

» [par +Yfodp +[xdp 
einen vollständigen nach { genommenen Differentialguotienten 


darstellt, in 
H=Fit,p,p,p) 


übergeht. Da nun in der That die beiden hieraus hervor- 
gehenden Lagrange’schen Gleichungen 





doE BENDER 
| AR OmmMER: op atop 
von p unabhängig sind, und aus der ersten derselben 
oF , ‚ 
Fk oder pP=&(t,p,p') 


sich ergiebt, worin h die Integrationsconstante bedeutet, so 
wird die Substitution dieses Werthes von p’ in die zweite 
Gleichung der bekannten Bezeichnung gemäss die Beziehung 


Cut he uk 
liefern, und daher, da 


DE 








op?’ 
> RR 


ist, diese Gleichung die Form annehmen, 


er, 
u Mh 2] — Ir Kr h2l=0, 
und somit das kinetische Potential der Eliminationsgleichung 
9=-(F)—hR 


wiederum von der ersten Ordnung sein, wie schon aus den 
früheren Untersuchungen ersichtlich war. 

Fassen wir wieder die hier gewonnenen Resultate zu- 
sammen, welche für die Elimination einer Coordinate zwischen 
zwei Lagrange’schen Gleichungen mit einem kinetischen 
Potential erster Ordnung für die resultirende Differential- 


“ 
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gleichung die Existenz eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung erkennen lassen, so ergiebt sich, dass 


1) wenn die zu p gehörige Lagrange’sche Gleichung von 
p" unabhängig ist, also das kinetische Potential die Form hat 


H=f(,p,9,)P +f(t,2,P,P), 


die durch Elimination von p und dessen Ableitungen hervor- 
gehende Differentialgleichung vierter Ordnung in p ein kinetisches 
Potential zweiter Ordnung besitzt; für den Fall, dass p” auch 
in der zweiten Lagrange’schen Gleichung nicht enthalten ist, 


also 
H== fit,», P)P-+ h(&,P, p, p) 


wird, besitzt die resultüwrende Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in p wiederum ein kinetisches Potential erster Ordnung, 


2) wenn in der zu p gehörigen Lagrange’schen Gleichung 
p und p” nicht enthalten sind und das kinetische Potential die 
Zeit t micht explieite enthält, die nothwendige und hinreichende 
bedingung dafür, dass das Eliminationsresultat in p ein kine- 
tisches Potential zweiter Ordnung besitzt, die ist, dass H die 
Form hat 


H=ap’+ ep + pp —Ap) + PP — AP), 
worin a und c beliebige Oonstanten, A): A, —= _—, und p sowohl 
wie ı) beliebige Frunctionen ihrer Argumente bedeuten, 


3) wenn in beiden Lagrange’schen Gleichungen p’ fehlt, 
das kinetische Potential die Zeit t nicht excplieite enthält und die 
äusseren Kräfte Null sind, sich als nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die Existenz eines kinetischen Potentials zweiter 
Ordnung der Differentialgleichung vierter Ordnung in p sich die 
Form des ursprünglichen kinetischen Potentials 


P?+3%(P) + @,(P,P) 


ergiebt, worin a und c willkürliche Constanten und w,, 0, 2 
durch die Differentialgleichung 


IC 


H= ap’+ o,(p) pp ae 
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0°, (p) 0°@ 0°@ „2? 0@ 
aa 2 a 4 1 Beh 
am a 0° 0, 
—= (+0) put 0, 


worin © eine beliebige Constante bedeutet, mit einander verbunden 
sind, 

4) wenn endlich in beiden Lagrange’schen Gleichungen 
p micht enthalten ist, also 


H= Fit, p, p, p‘) 
wird, das kinetische Potential der Eliminationsgleichung wiederum 
von der ersten Ordnung ist, 


überall von einem vollständigen nach t genommenen Diffe- 
rentialguotienten einer willkürlichen Function der Coordinaten p 
und p abgesehen. 


Dass für zwei Lagrange’sche Bewegungsgleichungen in 
der Mechanik wägbarer Massen die Elimination einer Coordi- 
nate nicht stets auf eine Lagrange’sche Gleichung mit einer 
Variabeln und einem kinetischen Potential zweiter Ordnung 
führt, geht schon aus dem einfachen Falle eines freien, in der 
Ebene sich bewegenden, einer Kräftefunetion unterworfenen 
Punktes hervor, dessen kinetisches Potential 


H=—_- @ty) - Umy, 
und dessen Bewegungsgleichungen somit 
Qu oU 
EN Fe Om — Pr au 


sind, da, wie aus dem dritten in diesem Paragraphen be- 
handelten Falle ersichtlich ist, die Elimination von x aus den 
beiden Bewegungsgleichungen eine Bedingungsgleichung für 
die Kräftefunetion ergiebt, wenn die resultirende Differential- 
gleichung vierter Ordnung in y ein kinetisches Potential zweiter 
. Ordnung besitzen soll. Auf die Einführung complexer Variabeln, 
durch welche das kinetische Potential für die beiden Variabeln p 
und p in der Mechanik wägbarer Massen stets auf die Form 
gebracht werden kann 


192 Beziehung zwischen Anzahl d. Coordinaten u. Ordnung d. Potentials. 


el, o(P, p) pp ap 2(P, p), 
die Lagrange’schen Gleichungen somit die Gestalt annehmen 


„ ’ (7) 08 „ ‚„0@ 08 
ee il op tr ee 


und somit zu dem ersten in diesem Paragraphen behandelten 
Falle gehören, in welchem das Eliminationsresultat stets ein 
kinetisches Potential zweiter Ordnung besass, soll hier nicht 
näher eingegangen werden. 

‚Aber wir können auch allgemein die Bedingungen auf- 
stellen, welchen ein kinetisches Potential erster Ordnung 4 
unterliegen muss, damit die Elimimation der Coordinate » 
zwischen den beiden Lagrange’schen Gleichungen 


(44) EN 


He. 
oH doH 
(45) EITRREET GE 


auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung führt, welche 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung besitzt. 

Differentiirt man nämlich jede der Gleichungen (44) und 
(45) zweimal nach ?, so werden die so entstehenden sechs Glei- 
chungen nach (2) und (3) des $ 2. ın die Form gesetzt 
werden können 








op ep op op 

oH’ oH oH oH” 

D.H% OH. oH DR 
a a N 


und wird das Bliminationsresultat der fünf Grössen p,p', 2,2” ,2” 
aus diesen sechs Gleichungen durch ® = dargestellt, so werden 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung 9 existirt, oder dass 
29 409 , a 29 
deze op dtoy tar op” 

ist, bekanntlich die Form haben 
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9.09 FR LER 
u ru Tan. 
00 d 090 
op Terre 


oder wiederum mit Hülfe von (2) und (3) des 8 2. 
0Q 29 0 _ 
In intern 


0 x 
2 = =), 
und die Darstellung dieser DRG in dem kinetischen 
Potential 7 mit Hülfe der Gleichungen (46) wird die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ergeben, dass 
das Eliminationsresultat eine Lagrange’sche Gleichung für 
ein kinetisches Potential zweiter Ordnung ist. . 

Wir schliessen diese Untersuchungen noch mit einer all- 
gemeinen Bemerküng, für welche der Kürze halber, ohne dass 
das Resultat geändert wird, ein kinetisches Potential »'* Ord- 
nung H von nur zwei Variabeln » und p zu Grunde gelegt 
werden mag, so dass die beiden Lagrange’schen Gleichungen, 
unter der Voraussetzung, dass die äusseren Kräfte Null sind, 
lauten: 


oH d oH daR O.H. 























op dtoöp u ER a — em Es 
cH d: OH ar oH ; A dancH a 
Mae ae URAN: ER ter 1) Be op) = 


Um die durch Elimination von p und dessen Ableitungen 
resultirende Differentialgleichung in der Variabeln p zu er- 
halten, wird man jede der Gleichungen 2v mal nach £ differen- 
tiiren und aus den so entstehenden 4v + 2 Gleichungen die 


4v +1 Grössen p,p',p”,..., p“” eliminiren, so dass das 
Eliminationsresultat die Form erhält: 
Et) F(t,p,P/,P”, ..., pe) = 0. 


Da aber die Lagrange’schen Gleichungen nach dem 


Hamilton’schen Princip 
Koenigsberger, Principien d, Mechanik, 13 


194 Beziehung zwischen Anzahl d. Coordinaten u. Ordnung d. Potentials. 


machen, so wird, wenn man die aus dem System der differen- 
tiirten Lagrange’schen Gleichungen abgeleiteten Werthe von 
2,P9,P",...,p@” als Funetionen von t,P,p,...,p@”" in den 
Ausdruck H einsetzt und die sich so ergebende Funetion 
von p und den Ableitungen bis zur 4v*® Ordnung hin mit 9 
bezeichnet, 


sein, und somit die Differentialgleichung (47) von der Av!” Ordnung, 
wenn auch im Allgemeinen nicht ein kinetisches Potential 2v!” Ord- 
nung besitzen, doch eine Integralfunchon der Differentialgleichung 
vr Ordnung a 








05 220... ir, Aa 
op dt op 12097 dit’ a 
sein ®) 
”, Sei z. B 


1 ’ [4 ? 
a 
lauten also die Bewegungsgleichungen 
Bsp pi BR, 

so ergiebt sich die Eliminationsgleichung in der Variabeln p 
(6) = — 3’ —p=0, 
und diese hat, da 

ya U a oN 

op dt op” dt? op” dt: op” 
nicht identisch Null ist, kein kinetisches Potential zweiter Ordnung. 
Setzt man der zweiten Lagrange’schen Gleichung gemäss p = p”, 


p=»" in Hein, so ergiebt sich 
1 1 
ER Ar 9 ul, a. ‚2 En 423 Mi [23 
De SP up 
und somit 


08 ar05 , a0 ao 
ya Tan er a Team 


wovon die Grösse Q eine Integralfunction ist. 
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8 18. 


Ueber das erweiterte Newton’sche Potential 
und die Verallgemeinerung der Laplace-Poisson’schen 
Differentialgleichung. 


Sei W eine ganze Function der nach t genommenen Ab- 
leitungen r’,r”,...,r®”, worin 


EN a re 
ist, und werde angenommen, dass r selbst beliebig in dieselbe 
eintreten mag, so wird, wenn diese Function in Bezug auf r" 
von paarem Grade 2% ist und 


0? 
dx = ar 


+ PROB mit I, v 





0Y is 
bezeichnet wird, vermöge der Beziehungen 


aa on ana or or Ar 


ONE BON WERE FPU REF 


sich, wie unmittelbar zu sehen, da 


re = 
®Ww 
FROR 








ıst, 


Den Na 


ergeben und somit in Bezug auf r" vom 2% — 2%" Grade 
sein, so dass der %k-fach iterirte Ausdruck 


Are 
die Grösse r" garnicht mehr enthält und also der Coefficient 
von rm** in W ist mit (2%)! multiplicirt. 
Ist dagegen W in Bezug auf r") von unpaarem Grade 


2k + 1, so wird 








N, W —= Wı 
noch in Bezug auf a vom ersten Grade sein, und wenn man 
sodann | 
2 PARSE 7 EN mit Ay,_ı 
dr) Jared oy) ayrd FAQ) en z? 


13* 
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bezeichnet, und beachtet, dass, wenn v > 1, vermöge der aus 


(2) und (3) des $ 2. folgenden Beziehung 


Ir) BEMOr 
| Pu A dx 
und der So 
or ör or 
” ee Ani ne ne 
der Ausdruck 
22 W, 


Ar Wı = PRO) 2,0) 


von :r) unabhängig ist, so wird sich 

Ar N,W — 4 
ergeben, worin Y nur noch von », r',;...,r®—-» abhängt und 
den nach r”-2 genommenen een Diferentialquotienien 


des Coeffieienten von »"?**! mit (2% + 1)! multiplieirt dar- 
stellt; für den Fall, dass v = 1 ist, wird aus 


A,W=W, 
vermöge der man 
0? 2 
2 + ar Sr ua‘ 


wıe leicht zu sehen 
M. 
A, Wı Tan -F— Ir 





‘ und somit wieder 


Au huW 7 


folgen, worin Y nur noch von r abhängt, und wenn in W der 
Coefficient von r’?*+1 p(r) war, den Werth 


2% +1!) +90) 
hat. 

Da man jetzt auf die Functionen V, welche nur noch r, 
Y,...,r”=» enthalten, dieselben Schlüsse anwenden kann, so 
folgt zunächst, dass, wie zur Bildung der obigen Gleichung 
für V nur diejenigen Glieder in W in Betracht kommen, welche 
die höchste Potenz von r” enthalten, für die Fortsetzung des 
Verfahrens unter diesen Gliedern wieder nur diejenigen von 
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Einfluss sein werden, welche die höchste Potenz von rt? ent- 
halten, u. s. w. und dass man somit durch Wiederholung des 
Verfahrens, wenn der allein in Betracht kommende Posten in 


W mit 
N 16 Ey — „ ’ 
hd’, r®r®olr) 
bezeichnet wird, schliesslich von einer nachher anzugebenden 
Constanten abgesehen, entweder auf 


0 2 
p(r) oder auf 2 => = o(r) 
geführt wird, deren ee Form wir durch 


& 
: = + & rz -p(r) 
darstellen können, wenn & = 0 oder 1 ist. Da aber endlich 
für jede Function V von r 














0:7 2 a 
AuV = Or: a 
ist, also 
ö"p(r) 2 ragp(n) 2 pl) , 2 A Faylr) 
Au! or „€ Hi ER pr )) rn) „ta +8 Ar or? +, Artta 


wird, so erhalten wir die nachfolgende Ausdehnung der für 
eine Function W, welche nur von r abhängt, bekannten Trans- 


formation N en A 
Fr + a: +5 a rt 
Ist W eine in den Grössen vr, r',..., vr” ganze Funchon, 
in welche r selbst beliebig eintreten kann, und greift man den- 
jenigen Posten 
N ade Yr p(r) 


heraus, welcher die Eigenschaft hat, dass r ” die höchste in W 
vorkommende Potenz von r'”) st, ron”! die höchste Potenz 


' end x 

von r?—-»D, die mit 9°” verbunden vorkommt, rr—2 ”"? die 
- &y ay— 

höchste Potenz von re—2 ist, welche mit r® "re "7" ver- 

bunden vorkommt u. s. w., und welcher das höchste Glied von W 


genannt werden soll, so setze man 
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ee 
h,_1 — 5 = 2m-ı + 8-1, 
u — b_ı1 = 2-4 8-3, 
—,—2m +, 
24%, 
worin die Grössen &,&,...,&, die Zahlen O oder 1 bedeuten, 


und es wird sodann die der obigen Gleichung analoge Trans- 
formation die Form annehmen 


& %ı & En Ze %,—1 € % 
a Dis Au Rp, Ass a: a £ ed Dr EL 
Alt & 
D. (Tape) 2 u 2 pn), 
Sen a,! &,_ı! KERNE 0 ! & a Arte +5 a: Or: Sat pie I 








Um nun die Differentialgleichung einer Kräftefunetion 
— ın dem im $ 4. definirten Sinne — einer endlichen oder 
unendlichen Anzahl von ÜCentren für einen ausserhalb der 
Massen gelegenen Punkt in einer für alle r und für jede An- 
zahl derselben sich gleichbleibenden Gestalt zu erhalten, muss 
die rechte Seite der obigen Gleichung verschwinden, und daher 
p(r) einer der beiden Differentialgleichungen genügen 


DER AU N 


Dr r or 





oder 
4 eo 








p(r) 
= malen 
somit die Form haben 
= +4 oder 9n)=4+ar+G, 


und wir finden somit, 


—(, 


dass die erweiterte Laplace’sche Gleichung für alle nach r 
und dessen nach t genommenen Ableitungen bis zur v'® Ordnung 
hin abhängigen Functionen W, die ganze Functionen dieser Ab- 
leitungen sind, und deren höchstes Glied den Coefficienten hat 


€ C 
ee oder start 
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die Form annimmt 
1) Ar Ar DS N As N A FEN Ar W— 0. 


vrly—2 Hell nl 
Die Annahme, dass W eine ganze Function von r’, r”,..., r(”) 
sei, in welche r selbst beliebig eintreten sollte, schloss die 
Möglichkeit aus, dass W für endliche Werthe der Ableitungen 
der Entfernung unendlich gross werden könnte für einen will- 
kürlichen Werth von r. 


Nennt man nunmehr für eine Kraft 
Dans tan, TR), 
welche von der Entfernung und deren nach der Zeit genommenen 
Ableitungen bis zur 2v'® Ordnung hin abhängt und welche die 
Gleichungen 





d’ OR 
p 
(1—(— 97 (eo) —(0+ DE er: ne dt? Zr +) 
RE EN: 


2v— 
an and 


fü oe=1,3,5,...,2v—1 identisch befriedigt, die Kräfte- 
funchon W, welche der Gleichung genügt 


Oh. , oW d AL 
N rer 


ein Potential, wenn diese von r und dessen v Ableitungen ab- 
hängige Function als höchstes Glied — im oben amgegebenen 
Sinne — einen Ausdruck von der Form 


LO eG ie — a) 
oder | 
na 


Pd ae Vi 


r" 6 +4r-+ c) 
hat, je nachdem die durch die Gleichungen 
v2, 4%, h-ı —- 8 =2%-ı HT 8-1; .-- 

y— 5 —2n 8, 4. —=2m + 8, 
in welchen die Grössen e die Zahlen DO oder 1 bedeuten, be- 
stimmte Grösse 


2m — u ty — + :+(— 1) To, (mod. 2) 
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den Werth O oder 1 hat, so lautet die erweiterte Laplace’sche 
Gleichung für das allgemeine Newton’sche Potential | 


EEE RE NEN Ey Ku &, %, Aus, 
AAEAR AE AE BA EIR Ar Ar W—=0. 


v—2 v—1v—1 vv—1 


Für die Kräftefunetion des Weber’schen Gesetzes 


w— ry'? 
Ser (1 Sr =) 
ist das höchste Glied 


mm, r'? 


k? 7? 


und da v— l, a =2, also u —=1 und z — 0 ist, sohhatsze 
die verlangte Form eines erweiterten Newton’schen Potentials 
und genügt der partiellen Differentialgleichung 


(2) Ayo A, V= 0, f 


oder 


*, Für eine Kräftefunction von der Form 
y_ mm, ( Mulde ) 
7 Kay 

für welche v —=1, c& — 4, also e, Null oder die Einheit ist, je nach- 


dem A grade oder ungrade, welche also nur für gradzahlige A ein 
Potential in dem angegebenen Sinne ist, folgt, weil 





22 rY’ 
er) 


or 
tet a 2 





’ 
und wenn 


+ y’+.’=V 


id ut ur 


2 
And W = AA 1) up 3) 


ri—2, 


gesetzt wird, 





die Beziehung 





9, DO). 





” HIO+NA-9A+9Z 


so dass nur für A=0 und /=2, also nur für das Newton’sche und 
das Weber’sche Potential | 


A Ayo W=o0 
wird. 
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Ww oWw W 
re ai 0020y° a 2x:02* 
0W 0W 0W 
ar Oy?oa! 5 oy?oy? Ar öy2oz? 
0:W 0W 0W 
1% d2? 02. ei 0220? Dr PErE 0. 

Allgemein wird für jede Kräftefunetion, welche nur von r 
und der ersten nach der Zeit genommenen Ableitung abhängt, 
die Kraft also eine Function von r,r',r” ist, die Existenz 
eines erweiterten Newton’schen Potentials die Form derselben 
bedingen 

‚ ‚ 1 C 12% 
8) Welt) tan)r tal) ’+ 49-1) + (< Hr a) r? 


oder | 
(4) W=eolhr)+tol)r +p(r)r?+ +92: (r) v2 * 
AR (> allge %) yaxti, 


worin gr), @,(r),...,@a,(r) willkürliche Functionen von r 
bedeuten, und es werden die entsprechenden Laplace’schen 
Gleichungen 

(5) Av Alı W —V und Av Av Alı W a 

lauten. 

Um die erweiterte Poisson’sche Differentialgleichung für 
die Potentiale (3) und (4) zu ermitteln, genügt es bekanntlich, 
das Potential einer homogenen Vollkugel auf einen innerhalb 
derselben gelegenen Punkt zu bestimmen, und es soll deshalb 
zunächst die etwas allgemeinere Aufgabe behandelt werden, 





das Potential einer in concentrischen Schichten homogenen 
und in ihren Massenelementen nach den Potentialen (3) oder (4) 
wirkenden Kugelschale auf einen ausserhalb oder innerhalb ge- 
legenen Punkt zu berechnen. 


Legt man den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems in den Mittelpunkt der Kugelschale, deren innere 
und äussere Radien mit R, und R, bezeichnet werden mögen, 
die Z-Axe durch den angezogenen Punkt, und die YZ-Ebene 
durch die Richtung, in welcher sich der Punkt in dem be- 
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trachteten Momente mit einer der Grösse und Richtung nach 
gegebenen Geschwindigkeit bewegt, so wird, wenn die Compo- 
nenten derselben mit x, y‘, 2” bezeichnet werden, 

Er De — 
sein. brstikins‘ man ferner die Coordinaten der Kugelschale 
mit a,b,c, und sei r die Entfernung des angezogenen Punktes 
von einem Punkte des Ringes, so folgt aus 


— (2.0) Hr Wmb) cn ler 
worın @=(0, y=0 zu setzen ist, durch Differentiation nach ? 
mit Beibehaltung der Coordinaten a, b, c 


aa +YyDy+l@—)z 
oder für den angezogenen Punkt, der durch 2=0, y=0, 
x —=( charakterisirt ist, 
rr=—by —cz’+ 2E. 

Führt man für die Coordinaten der Kugelschale Polar- 

coordinaten ein, so ist in bekannter Bezeichnung 
a=osındsiny, b=osin?cosp, c=0C08®, 

und es geht die obige Beziehung in 
(6) a u BR 


über; es wird somit, da das wesentlich positive r durch 


(7) r=V2+ 0°— 202 cos # 


definirt ist, das Potential der Kugelschale, deren in eoncen- 
trischen Schichten constante, also nur mit o variirende Dichtig- 
keit mit 6 bezeichnet werden soll, mit Berücksichtigung von 
(3), (4), (6), (7) durch den Ausdruck gegeben sein 


2?+0°?—2 ar 
W Sf fe in D| Br : 2 
1 —o 2 _ 2020089)? 


- (22 — 200089 — yosin®cosp) dpd®de, 


wenn wir die Masse des angezogenen Punktes der Einheit 
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gleich nehmen und das Potential W in die (3) und (4) ge- 
meinsame Form setzen 

Km) nur ar}, 
worin m die Masse des anziehenden. Punktes und je nachdem 


= 2x odr A=2x-+1 ist, da,(r) = - + c, oder 
dert (tr) = +arr% 


zu setzen ist. 

Legen wir zur Ausführung des Integrales der Ein- 
fachheit wegen das Weber’sche Potential zu Grunde, für 
welches 


\=2, bu(r) = - 


’ v,(r) er 0, i b;(r) 17 


ist, so Sir sich nach Ausführung der Integration für 


(9) en ce’sin®d®de 
(22-4 0° — 202 C08®) 


ae ın2 
ei ey, indddde. 
—+o 2 _ 202008 ®)° 


1 
Tr 


| 





Bezeichnen wir nun die nachfolgenden nach der Variabeln # 
zwischen den Grenzen O0 und x genommenen Integrale © für 
einen ausserhalb der Kugelschale gelegenen Punkt mit ®,, für 
einen innerhalb des Hohlraumes gelegenen mit ©,, so ist, wie 
leicht zu sehen, 


für © ale m sin® d® a 2 re) 2 
er, u E ‚-=-—, 
(2?-+o 22020089) £ x 0 





für @ ern ER ‚® Bl ERS (a) 2 Re 
(2? 


a N 9 i Sur 3,9 
+02 2020089)? au o = 7 


nF 20 22 
fürrO0 — ee Te nen) 
(224 0°— 292 008 8): Bee u, ee 
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für a sind cos? d® ) Be 
(2? e? — 2020088) 2 8 Bi 





5 24 et 





und bezeichnet man auch die entsprechenden Potentialwerthe 
mit W, und W,;, so ergiebt das Einsetzen dieser Integralwerthe 
in den Ausdruck (9) durch eine einfache Rechnung, wenn die 
Gesammtmasse der Kugelschale mit M bezeichnet wird, 

Rı 


1 Be An 32? — v? 
W.=M(H+ 7) — 3% z5 Joe‘ 
R 





und 
Rı Rı 


W,— An [ogdo + 4% »" foode 


R, R, 

Hat somit der ausserhalb der Kugelschale, welche in con- 
centrischen Schichten von constanter Dichtigkeit ist, gelegene Punkt 
die Entfernung | vom Mittelpunkt der Kugel, besitzt derselbe die 
Geschwindigkeit v und ist U’ die Projection von v auf die Rich- 
tung von |, so ist der Werth der Potentiale durch die Ausdrücke 
gegeben 





Rı 
1 Si 4n 30? — v? 
1) MU tn)-e Sedo 
Ro 
und 
m. Rı 
(11) Wi An [oodo +0 : (ode, 


R, R, 


die Potentiale hängen somit — wie schon aus der Symmetrie er- 
sichtlich — nur von der Entfernung des angezogenen Punktes 
vom Mittelpunkte, von der Grösse der Geschwindigkeit desselben 
und von der Richtung der letzteren gegen die Verbindungslinie 
mit dem Mittelpunkte ab. Ä 


Der erste Posten des Potentials W_ ist nichts anderes als 


[77 


der Werth des Weber’schen Potentials der im Mittelpunkt 
vereinigten Masse des Kugelringes, und es ist dies auch der 


“ 
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Gesammtwerth des Potentials, wenn v® —= 3l’?, oder wenn der 
Winkel, den die Geschwindigkeit mit der nach dem Mittel- 
punkt geführten Verbindungslinie macht, 540447 ist. 

Ferner ist unmittelbar ersichtlich, dass das Potential für 
einen im inmern Hohlraum gelegenen Punkt unabhängig ist von 
der Lage des Punktes und der Richtung der Geschwindigkeit, 
und somit die Form hat 

W,=«a-+ bv, 
worin a und b ÜOonstanten sind. 

. Liegt der Punkt in der concentrischen Kugelschale selbst, 
dann möge das Potential mit W,, bezeichnet werden, und der 
Werth desselben wird, wenn man die Entfernung des Punktes 
vom Mittelpunkt der Kugel wieder mit /- bezeichnet und das 
Potential aus dem W, der zu ! und R, und dem W, der zu 
R, und ! gehörigen Kugelschalen zusammensetzt, durch 

E L ı 
Wu 42 (7 4 I) foe'de — = Tr  ogtdh 


Ro Ro 
Rı R, 


4 
+47 [o0de + 4% 0° [o0de 
l l 


gegeben sein, wenn wieder, wie beim Newton’schen Potential, 
die Richtigkeit des Satzes erwiesen sein wird, dass das Potential 


1 ra 
N am (+ 7) 
für den ganzen unendlichen Raum und für endliche Werthe 
von r', auch für den Fall, dass der Punkt in die Masse selbst 
eintritt, endlich und stetig ist. Dies folgt aber unmittelbar 
daraus, dass, wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in 
den angezogenen Punkt x, y, z legt und Polarcoordinaten durch 
die Beziehungen 
a—c=rsindsing, b—y= rsin$ cos 9%, C—2=[rcos? 


einführt, das Potential die Form annimmt 


147° e 1 2 
Nor sus (} En j5,) Ir dd dp, 
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aus der die Endlichkeit desselben, auch wenn r = 0) wird, er- 
sichtlich ist, und genau ebenso folgt in bekannter Weise die 
Stetigkeit desselben in Bezug auf r und »". 

Dass die Potentiale W, und W, der erweiterten Laplace- 
schen Differentialgleichung Genüge leisten, ist unmittelbar er- 
sichtlich, da 

















ß R, 
oW„, 2M x Ar 6! — 2cl NS 
Da u Ban chre 74 0 
Ro 
0° x 
NRW: 2M x? An 6 — 1 [ 
FE rs: DaB Dee 75 oo*de, 
Ro 
also 
2M_ 
A, W, = 
und 
R, 1 
cW, 8n , 0W 87 
dx rer oode, dx? 3K?, code, 
Ro Ro 
also 
Rı 
ARE r d 
1M, = 7 J 0000, 
. Ro 
und somit 
ot Ayo Aıı ik: —= Ay Au W,—=0 
ıst. 


Untersuchen wir nun das Potential einer homogenen Voll- 
kugel auf einen Punkt im Innern derselben, welches nach (12) 
die Form annımmt 











un 2 ? ST6O 7979 276 9 9 27079 9 
W„—2z6(R —,) + ml + 3 Ro? — Por, 


worin R der Radius der Kugel, 6 die constante Dichtigkeit 

und / die Entfernung des angezogenen Punktes vom Mittel- 
punkt bedeutet, so wird sich aus 

oW 160% 

RER 

ME: 1l60on , | AnC na 46 

ET So 7 ae 77, 


P AN ng, An6 7 , 
lat za RX — ER, 
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zunächst 
46 476 
HK—ARW Zn al di RR 

ergeben, und da 

an er) ar Lane 

Ba. oa ar 
ist, 

87 
An Aı Wm = — 5 9 

folgen. \ 


Benutzt man das eben gefundene Resultat, indem man in 
bekannter Weise, wenn der angezogene Punkt in der Masse 
selbst liegt, denselben, mit einer unendlich kleinen, als homogen 
anzunehmenden Kugel umgeben, ausscheidet, so ergiebt sich als 
erweiterte Laplace- Poisson’sche Differentialgleichung für das 
durch den Ausdruck 


70 1, 
ne) 
definirte Weber’sche Potential die Gleichung 
AA = — n 6, 


worin 6 die Dichtigkeit der anziehenden Masse an der Stelle 
bedeutet, an welcher sich der angezogene Punkt befindet. 

Man könnte auch direct aus der erweiterten Laplace- 
schen Gleichung die Constante der Poisson’schen Gleichung 
für Potentiale beliebiger Ordnung herleiten, wir haben auf 
diesem Wege jedoch zugleich das Potential einer Kugelschale 
gefunden für Kräfte, die nach dem Weber’schen Gesetze 
wirken und werden nachher den Werth desselben zur Behand- 
lung eines Bewegungsproblems benutzen. 


8 19. 


Ueber die Bewegung eines von einer Kräftefunction erster 
Ordnung beeinflussten Punktes. 


Wenn ein Punkt mit der Masse m, einer von einem 
Punkte mit der Masse m ausgehenden Kräftefunetion 


mm Fr), 


208 Die Bewegung eines Punktes für eine Kräftefunetion 1. Ordnung. 


worin r die Entfernung der beiden Punkte bedeutet, oder einer 
durch den Ausdruck 

OF d oF 

gegebenen Kraft unterworfen ist, so wird das kinetische Po- 
tential durch 


H=—"(@? + y2) — mm F(r,r) 


definirt, und die Bewegungsgleichungen werden 


ou ae, 20H, 2 Du 
0% dt 0x £ oy dt oy 

sein, da die Bewegung des Punktes m, in der durch dessen 
Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit gelegten Ebene vor 
sich geht. | 

Da nun die in $ T. und $ 10. aufgestellten Bedingungen 
der Gültigkeit der erweiterten Principe der lebendigen Kraft 
und der Flächen für die hier angenommene Form der Kräfte- 
funetion erfüllt sind, so werden die ersten Integrale der Be- 
wegungsgleichungen lauten 





oH „eH 
Ye a a 
und 
Ha —Vor—h, 


worin die Flächenconstante und die Constante der lebendigen 
Kraft durch die Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit be- 
stimmt sind, oder durch Einführung von Polarcoordinaten, 
. wenn noch m, = 1 gesetzt wird, 

y? 2 — 


und 
1 dr\? d9\? ’ ‚OF, r 
3) ll ) — mE) tm 


Durch Elimination von 2 folgt 





Y?—=2h— PS: F(r an: dl 
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und somit ist für alle diese Probleme t durch eine Quadratur 
als Function von r darstellbar wie beim Keppler’schen Problem. 
Für die Bewegung eines Punktes, der von einem festen Centrum 
mit der Kräftefunction 


Fe, r)=gpl) ta (r)r + gelr)r? 


angezogen wird, erhält man 


nf 1 a Vi + 2m; (r) dr 
ah — et 2mrtge) 


und ist diese Kräftefanction das Weber’sche Potential, also 


Di (r, 6) E67 + = ", 
so folgt für die Zeit das liptische Integral 


2 
+ Tr 
t —— ee re dr. 
V( -r mr) (2hr? + mr — 0?) 


Legen wir das auf einen beweglichen Punkt ausgeübte 
‚kinetische Potential jetzt in der allgemeineren Form 


H= fer, os v) 








zu Grunde, worin 

=" +y +2, ”=xc’+y?’+7z° 
ist, so werden wiederum nach (10) im $ 10. die drei Flächen 
sätze (9) gelten 


0oH 06H m. an BES WEHR 
ar IT an ar AT tere 
oder 
10H OH ar, ‚ 
er ey —ya)= 6, aa en), 
u ‚ 
mw —me)—G, 


woraus durch Einführung der Polarcoordinaten 
=1rsin®cosp, y=rsin®sing, Z=rcost, 


und wenn ausserdem zur Abkürzung 
Koenigsberger, Principien d. Mechanik, 14 
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10H 


v 0% 


ae (r, r, v) 
gesetzt wird, sich die drei Integralgleichungen 
H,(r,r', Vr?+r29?+r? sin? ®)r? sin?dp = c, 


H,(r,r', Vr?+r?9 +1? sin29p'?) 
(1) | +? (sing sind cosd cospp') = C, 


Veh, (v, r', Vr?+r? 9?’ + r? sin?99p'?) 


-1?(c0os 9° — sin# cosdsinpp)— C, 





ergeben, aus denen durch Elimination von 9 und g@’ die 
Gleichung 
C; COS9 — (,SiNP C0OSp + c,sin® sing — 0 
oder 
2 — 6 + ,sy=N 


folgt, nach welcher sich also der Punkt in der hierdurch defi- 
nirten Ebene bewegt. 
Da aber ferner das Energieprincip die Gleichung 


OH) OHM RHN 
BI De ae 





h 


? 
oder da 
Por: oH xx ‚eH _0Hy? 0oH yy 
et Yo tar 
‚oH _0HE:., 0Hezr 





RT ör r 
ist, 
oH ‚eH 
TE 
liefert, welche in Polarcoordinaten, wenn 
10H ‚ 
Pa (nr, ®) 


gesetzt wird, ın 
(2) Hl, r, Vr?+r29? + r? sin? g’ >) 
— (r?+r29°? +72 sin?#p”?) H, (r,r', Vr?+r29°?+-r?sin299p'2) 


— 1 Hl, Hr, YrtrStr na) 
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übergeht, so wird man leicht mit Hülfe der vier Integral- 
gleichungen erster Ordnung das Problem auf Quadraturen 
zurückführen können. Setzt man nämlich 

(3 


—z% 
c, 1) 


so folgt aus den beiden ersten Gleichungen (1) 
dy 








(3) sin @ Re + sin®# cos®# cosp — x, sin?®, 
oder wenn x, eine Integrationsconstante bedeutet, 
(4) cotg 9 —= %, sing + %,C08p, 
so dass sich aus der ersten Gleichung (1) und (4) 
: dyp\? Ce 
3) ?9 re = a —— 
( ) va (3) vH, 2(r, 1", Vr?+ r?9!+ sin?9 9?) 


.(1+ («sing + x, cos Q)?) 
und aus (5) und (4) 





d®\? & re 3 
(6 dt rt H,*(r,r, Vr?+r°(&°-+ sin? p®)) AR 


endlich aus (5) und (6) 
2 in?90? — aAa+m’tMm)) 

(2) DT rt H,:(r, r', Vr? + r?(9°+ sin?9 93) 
ergiebt. Da aber die letztere Gleichung 9? + sin??gp” als 
Function von r und r’ liefert, so folgt aus der Gleichung (2) 
der lebendigen Kraft eine Beziehung zwischen r und r’ 


r=olhr,e’l+m’+%9,h), 
und es ıst somit zunächst £ durch eine Quadratur in r in der 
Form darstellbar 


dr 
{ A % -( sd1-+x%”+%, h) 
oder r=2(lt+x,co’1+%° + %D, h). 
Beachtet man ferner, dass r,r’, #°? + sin?®g’” nunmehr be- 
kannte Functionen von ? sind, und vermöge (4) 


(1+x%,°-+ 2%) sind —1 
9) sin’? 

ist, so wird die Gleichung (6) die Form annehmen 
14* 








(%, sin@ — %, C08p)? — 
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IrH+5 a = /nt+% Tate 
und also auch $ durch Quadraturen bestimmt sein, wonach 
sich dann @ aus der Gleichung (4) unmittelbar ergiebt; die 
Ausdrücke für r, %, als Functionen von ?t enthalten dann, 
wie es sein muss, die 6 Integrationsconstanten %, %,, #, 
h, 6, A, und 

es ist somit die Integration aller Bewegungsgleichungen, 
welchen ein kinetisches Potential erster Ordnung zu Grunde legt, 
das nur von der Entfernung des bewegten Punktes von einem 
festen Centrum, deren nach der Zeit genommenen Ableitung und 
der Geschwindigkeit desselben abhängt, stets auf einfache aus dem 
kinetischen Potential zusammengesetzte Quadraturen zwrückführbar. 


Wir wollen nun mit Hülfe dieses Satzes die Bewegung 
eines Punktes untersuchen, der von den Massenelementen einer 
in concentrischen Schichten homogenen Kugelschale nach dem 
Weber’schen Gesetze angezogen wird und sich ausserhalb des 
Ringes oder innerhalb des Hohlraumes befindet. 

Werde die Kugelschale durch zwei Kugeln mit den Radien 
R, und R, begrenzt, bezeichnet ferner 6 die als Function der 
Entfernung oe vom Mittelpunkt gegebene Dichtigkeit der Kugel- 


schichten, und setzt man 
R, 


N=4nr 50‘ de 
ee, 


während M die Masse der Kugelschale bezeichnet, so ist, wenn 
r die Entfernung eines ausserhalb der Schale befindlichen Punktes 
vom Mittelpunkte, r die nach der Zeit genommene Ableitung 
und v die Geschwindigkeit des Punktes bezeichnet, das von 
der Kugelschale auf den Punkt mit der Masse 1 ausgeübte 
Potential nach (10) des $ 18. 
1 ra N 37? —v? 
Wut) 


Kr) 32 9 9 
und das kinetische Potential 


H=—T-W. 


& 
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nimmt somit in diesem Falle die Form an 

a 1 | y 2 N 3r?:—v? 

ee 5 Den Mn H+,) EI gEe en: 

welche in der oben behandelten 

H=f (r, u% v) 
enthalten ist. 

 Bemerkt man nun, dass nach den oben gegebenen Defi- 

nitionen 


IScH ZN 1 
EN Ton a 

10H 2M 1 2N i 
ar Per k? an k? r3 


ist, so wird die Gleichung (2), welche das Be sn dar- 
stellt, lauten 
N v”—3r? 


(8) er -M,- 5) —=h,: 


während die Gleichung (7), wenn mit r? multiplicirt und r”? 
auf beiden Seiten hinzuaddirt wird, in 





(9) a Ich ee a) a + r? 

(+sR) 
übergeht. Setzt man nun den Werth von v? aus (9) in (8) 
ein, so ergiebt sich 


t+% u tan) re 
V°:( ne ) Ute tn’ + N) 


und aus (6) 








dr, 








sin® d® 
Vii-+ x,°-+ %,%) sind — 1 


SEM 4N 
SE ne BEL; gr +4, 


3) 














wodurch alle ..., auf Quadraturen zurück- 
geführt sind. 
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Was endlich die Bewegung eines im Hohlraum befind- 
lichen Punktes betrifft, so ist das Potential der Kugelschale 
auf einen Punkt im Innern, nach (11) des $ 18., wenn 


Rı 
4n)oode—=A 
f 
gesetzt wird, 
v2 
W=All+zp), 
und es gehen somit die Bewegungsgleichungen 
dx. - 0W, d 0oW, 
N ade a dien 
und die beiden analogen in 


„" 24 „ „ 2A „ - „ 24 [44 
Ma I ne Ye 





über, woraus &<’—=0, y’=0, z2”= 0 folgt; wir finden daher, 
dass sich ein Punkt innerhalb des Hohlraumes einer Kugel- 
schale, deren Massenelemente denselben nach dem Weber’schen 
Gesetze anziehen, in grader Linie mit constanter Geschwindig- 
keit bewegt. 


8 20. 


Ueber die Erweiterung der Poisson’schen Unstetigkeits- 
gleichung. 


Im Anschluss an die im $ 18. hergeleitete Ausdehnung der 
Laplace-Poisson’schen Differentialgleichung auf Potentiale 
höherer Ordnung soll endlich noch die Form der erweiterten 
Poisson’schen Unstetigkeitsgleichung nebst einigen dahin ge- 
hörigen Anwendungen untersucht werden, und es wird genügen, 
diese Betrachtungen für das Weber’sche Potential durchzu- 
führen. 

Bezeichnet man mit U das Potential von Massen, die 
einen Raum stetig erfüllen und einen Punkt von der Masse 1 
nach dem Weber’schen Potentiale 


v-"(14%) 
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anziehen, sei dr ein Element dieses Raumes, 6 die Dichtigkeit 
in demselben und r seine Entfernung von dem angezogenen 
Punkte x, y, z, so folgt zunächst, dass 


IS +) SS SE + E) duasae 


für alle Punkte x, y, 2 ausserhalb des mit Masse erfüllten 
Raumes endlich und stetig ist, dass aber, wie oben die 
Einführung von Polarcoordinaten zeigte, die Endlichkeit und 
Stetigkeit des Potentials auch innerhalb der Masse für endliche 
und stetige Werthe der Ableitung r’ fortbesteht. 

Liegt nun der angezogene Punkt ausserhalb der anziehenden 
Massen, so folgt durch Differentiation nach den Coordinaten 
und deren ersten Ableitungen 


AU 42,0 | J | s(auW — 4 AuW) dadbde, 


wobei die anziehende Masse als ruhend betrachtet wird; da 


nun aus 
= (a? +Yy-b’re— eo), 
-@-Je+y-by+tß—d? 
sich, wie unmittelbar zu sehen, 


2?W 3(&— a)? 1 15r’? (x — a)? 





FE rd re De + k?r 
12 r' (2 — a) x’ 2x? 
a REITER Fr 
und 
DW 67. (72a) 2x7 (8 — a) 
20x Se ee Kyt +75 ar fe OK 


nebst den entsprechenden Ausdrücken in y und z ergiebt, so 
folgt, wenn 
s ty to 
gesetzt wird, | 
20? ; 
AuW=— a Ede 5373) AuV = ker! 
und u 


2 (C—a u, y—-b „ , 2—cC, 
Au W — Walt mraREN N ar r "), 
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und wir finden somit, 
dass 
Ay Us A: U— 18 = (a X + y y% - 2" Z) 


ist, worin 
__fffeene da dba 
VS anadae, 
2= [JS 52 auavae 


die Componenten der Kraft sind, welche das gegebene Massen- 
system nach dem Newton’schen Gesetze auf den ausserhalb der 
Massen befindlichen Punkt ausübt. 

Um zu sehen, welchen Werth derselbe Ausdruck für 
einen innerhalb des Massensystems gelegenen Punkt annimmt, 
bilde man den nach der Coordinate 2 genommenen partiellen 
Differentialquotienten von U, welcher wegen 





er or OP or 
ON DEN 


ae (14 %)]aaadae 
-- /// 2% 2 (1+5)]aa add. 
ie -(1+ Tr) dadbde 


oder durch bekannte Umformung in 


"/jel 14%) cos(n2) ds 
iz -(1+ "r) da dbde 


übergeht, worin ds ein Element der Oberfläche des mit Masse 
erfüllten Raumes und n die nach dem Innern dieses gerichtete 
Normale von ds bedeutet, so dass das erste Integral als ein 


in 
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Oberflächenpotential mit den Massen 6 cos(nz), das zweite 


als ein Raumpotential mit der Dichtigkeit . der Massen 
aufzufassen ist. 


Um nun den Ausdruck en in Bezug auf seine Stetigkeit 


zu untersuchen, wird es nöthig sein, die Stetigkeit eines nach 
dem Weber’schen Gesetze wirkenden Oberflächenpotentials 


-[Srt+ 9 


zu ‘behandeln, in welchem die Dichtigkeit ö endlich sein und 
sich stetig auf der Fläche ändern soll, welche selbst end- 
liche Dimensionen und überall eine endliche und stetige 
Krümmung hat. 

Dass das Oberflächenpotential wieder für Punkte, die in 
endlicher Entfernung von derselben liegen, endlich ist und 
keinen Sprung erleidet, ist unmittelbar ersichtlich; um nun 
zu sehen, wie es sich damit verhält, wenn der Punkt der 
Fläche unendlich nahe rückt, wollen wir nach der Beweisart, 
wie sie gewöhnlich auch für das Newton’sche Flächenpotential 
angewandt wird, den Anfangspunkt der Coordinaten in den 
Flächenpunkt verlegen, dem sich der angezogene Punkt un- 
endlich nähert, die 2,-Axe in die Normale der Fläche, die 
x, - und y,-Axe also in die Tangentialebene. Denken wir uns 
nun aus der Fläche einen unendlich kleinen Kreis — die 
Indicatrix, diein Folge der gemachten Annahme nur als ein 
Kegelschnitt angenommen werden kann, bringt keine von der 
Annahme des Kreises abweichende Betrachtung — mit dem 
Radıus R ausgeschnitten, der selbst unendlich klein, aber 
gegen das unendlich kleine z, unendlich gross und von diesem 
unabhängig betrachtet werden darf, so wird, wenn das Flächen- 
potential des mit Masse constanter Dichtigkeit belegten Kreises 
mit V,, das der übrigen Oberfläche mit V, bezeichnet wird, 
V, auch beim Durchgange des Punktes durch die Fläche 
endlich und stetig sein, und somit nur die Endlichkeit und 
Stetigkeit des Potentials V, zu untersuchen sein. 
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R In 
dod le 
| er), 
00 


— (1 — 08 p "+ (y—osinp)? +2}, 
Ir = (u 0 CoB 9) +(y —osin p)y + 
ist, so ergiebt sich zunächst, wenn der Punkt, dessen Ge- 


schwindigkeitscomponenten ,', Y, ,2, sind, sich auf der Normale 
befindet, also 2, =0, „= ist, aus 


lod 
ne 
Veter | 
era on alla, cry + ysiny)-t ala, ce 
(14° R%(e 29 , a 


oder durch Integration nach @ 


Da nun 


worın 








R 
: A hen 
> uk ihn (er 
Vv?+ 2° k?(g?-+2,°) 
0 . 


und demnach durch Ausführung der Integration nach o 
1 1 
V, =2zö|yR +2? 2 a a 
1 u 1 — Var] 1 Ye VR-+2?° V 2? 


ö , - 1 (7531 728 507 
+5 (+ vH nr R+2° —2 ya |, 
worin die Wurzeln mit positivem Zeichen zu nehmen sind; 


lässt man nun 2, und R sich so der Null nähern, dass auch 
2 . . o. . 
3a) ıst, so ist zunächst aus diesem Ausdrucke zu ersehen, 





dass V, gegen Null convergirt, und somit das gesammte 
Flächenpotential 7 wieder endlich und stetig ist, wenn der 
Punkt längs der Normale die Fläche durchschneidet. Man 
erhält aber zugleich, wie eine leichte Rechnung zeigt, aus 
dem oben gefundenen Werthe von V, den Ausdruck 
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nee. EN 
dtön Vera ven] 
4nÖd „ 2, 2, 
ec 7 =] 
AnÖ y9 2, 2, 
— 2 un — — 
a le Ver 7 
270 2 2 
en & ae ei K 
az | Rt VRFeT 2 = 
26,» vg R°2 22, 22, 
+ (& q — — — — 
ee k2 ( ji = Yı ern -tz VR-{z° il; 
aus welchem sich für verschwindende Werthe von z, R, ne, da 


2. + yı“ +2°-= vv, 
































. d 2 
für 2, > 0 nm — edit) 
.. oV, d oV. 2 
für 21 ar 0 d2, == Fr PER = 20 (1 - 2): 


also ein Sprung in dem Betrage von — 4nd (1 nz 2) ergiebt, 
und wir erhalten hieraus den erweiterten Poisson’schen Un- 
stetigkeitssatz 
07 dor ev aov o. 
amt am) elite) 


a 


welcher, wenn die Geschwindigkeit des Punktes nach der Nor- 
male gerichtet ist, in 


oV d oV oV d oV W 
ma) tn am) elite) 
übergeht. 
Um die Stetigkeitssprünge der entsprechenden Ausdrücke 


für die &,- und y,-Coordinate zu ermitteln, müssen wır zu 
dem oben durch das Doppelintegral definirten Werth 


R 27 ' 
Boll ededy — > 
SS Van —ewsp+ y— esinp’+ a’ 
(1 (a — eco) + (Yı rl sinp)y +2 2) 
TE, — Cop? + y, — esinp)?+ 2) 
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zurückgehen, zunächst 
DEN OU RONOY, 











bilden und dann z,=0, y,=0 setzen, wonach man, wie 
wiederum eine einfache Rechnung zeigt, durch Ausführung 
der Integration nach p und dann nach r 


oV, NOVA De E32} Di 
08%  dtda, ER ib Va’ 

67, 1 R?z, 2 2, 2.02 
u: ® 3 (R’+29) VRf:T3 VR+tz? 3 vn| 


a | ya +2 VRHeP 2 Vol] 








erhält, so dass wiederum in unendlicher Nähe des Flächen- 
punktes 





oV, d oV, DE MW 
FUrsz >) mas um 
17 Ox, dt ox, ka 112 
.. oV. d eV. 27 ’ ! 
0 N Dane De re 


wird, und daher die Ausdrücke 


oV d oV or d oV 
0%. dtoa’ 0 dtoy 














die resp. Sprünge machen 


AD Wu, a 5 
iR %? 4 #5 ET Yı 2. 





Gehen wir wieder zu dem ursprünglichen Coordinaten- 
system über, dessen Coordinaten mit &,, %, 2; in den Be- 
ziehungen stehen 

x, = 2008 (2%) + y cos (ya,) + 2 cos (22), 

Yyı = @ cos (@yı) + y cos (yyı) +2 08 (2yı), 

2 =%cos(22,) + yeos(y2) + 2 cos(22,), 
so folgt aus dem Hülfsatze 2. des $ 2. 
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oV doV oV d oV 
Be ee (fu Fi de, ) cos (2,2) 
oV d oV 
sell Seren 





und es werden sich somit die Sprünge der Ausdrücke 


Baar var ah are av Watay 


ta daran  damrat ds 
für den Durchgang durch die Fläche in der Form ergeben 


Arnd 
k? 
a 








n x —425(14°5 =. ) eos (nz), 


ny — 419 (14 — ") eos(ny), 
4nÖ 


en nE 4m (14 - ") eos (ne): 





Kehren wir nun zur Betrachtung des oben definirten 
Raumpotentials U zurück, so war gezeigt, dass U an der 
Oberfläche des Raumes selbst stetig ist, und dasselbe findet 


für = statt, da dieses sich aus einem haum- und einem 


Flächenpotential zusammensetzte, und V, wie oben nachgewiesen 
worden, stetig war; es werden somit, wie durch Vertauschung 


von 2, ce mit x, a und y, b ersichtlich ist, 


die Ausdrücke RR EN. 


RPRLGr auch an der ÖOberfläche des 


Raumes stetig sein. 


Ferner folgt aber aus den eben gefundenen Stetigkeits- 
sprüngen eines Flächenpotentials mit den Dichtigkeiten 


6cos(nz), ocos(ny), 6cos(nz), 


nn oU oU 


EAaRR 24 bildet, 


welches je einen Bestandtheil der Ausdrücke — 
dass die Ausdrücke 


BU daU HU aaU DU dau 
Gr dt dx02’ .dy? dtoyoy’ 02? dt 0207 











390 Die erweiterte Poisson’sche Unstetigkeitsgleichung. 


für den Durchgang des Punktes durch die Oberfläche die resp. 
Stetigkeitssprünge erleiden 








2 00 
an —, na cos (nz) — 46 (1 au -_ ) cos? (nz), 





4 , zn 
er ER y cos (ny) — 4x6 (1 +" ro. ) cos’(nYy), 


— ng cos(ng) — 4rxo (1 + a =) cos? (nz), 





ne k 
und. somit der Ausdruck 
Au U — EN U 
den et 








+ 
oder Ar 6, (1 E= “) ; 


Stellen wir dieses Bene mit dem oben für ausserhalb 
der Massen gelegene Punkte erhaltenen zusammen, so finden wir, 
dass in der Nähe der Oberfläche 


ns 2 [Z v [7 z 
AU —- Aula X+tyY+tz 2) —4n6(1+ 7) 


ist. Befindet sich nun der Punkt im Innern der angezogenen 
Masse, so lege man eine Fläche unmittelbar um diesen Punkt, 
dann wird, wenn das Potential des Massensystems, welches 
diesen Punkt Re: mit U, bezeichnet wird, 


er 2 „ „ „ 
Ay (U —: U) — 75 A0(lU — U)=a(@ %+yY%,+22) 


sein, wenn X,, Y,, Z, die Krafteomponenten des nach dem 
Newton’schen Gesetze wirkenden Massensystems bedeuten, in 
welchem der ausgeschiedene Punkt nicht liegt, und wir finden 
somit, da nach dem Obigen 


d 2 7 Z ZZ n 
Ay U, — 75 Ar Uı = 75 (8 X,+yYtz Z)—4r8(1+ 5) 


ist, 
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dass allgemem für jedes nach dem Weber’schen (Gesetze 
wirkende Raumpotential 


Arge 


die Beziehung besteht 





BE EN UL aX Yemen), 


worin 6 die Dichtigkeit der Masse in dem Punkte bedeutet, in 
welchem sich der angezogene Punkt befindet, v dessen Geschwindig- 
keit, x", y', 2” dessen Beschleunigungen, und X, Y, Z die Kraft- 
componenten des gesammten nach dem Newton’schen (Gesetze 
wirkenden Massensystems darstellen. 

Prüft man diese Beziehung für eine homogene Kugel von 
der Dichtigkeit 6 und dem Radius R, deren Elemente einen 
im Innern derselben in der Entfernung ! vom Mittelpunkte be- 
findlichen Punkt, der die Geschwindigkeit v besitzt, nach dem 
Weber’schen Gesetze anziehen, so ist das im $ 18. entwickelte 
Potential 


Wr — 2x0 (P— 5) ..- IE 2721 Re 





15%? 


woraus unmittelbar die Ausdrücke 


Au W,, — — 4n0 (14 5), KW ll 


und daraus die Beziehung 
d 8 „ „ „ v 
Au Wn— Au W„=— 57 (8% +yy +22 )—4rs(1+4 75) 


folgt, welche mit der oben gefundenen allgemeinen Relation 
übereinstimmt, wenn man beachtet, dass die Anziehungscompo- 
nenten der Kugel, wenn deren Elemente nach dem Newton- 
schen Gesetze wirken, auf einen Punkt im Innern derselben, 
dessen Coordinaten x, y, 2 sind, durch 

X=— Iron, Y-— Inoy, Z=— .n0r 


dargestellt werden. 
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Es bedarf keiner weiteren Ausführung, wie die Poisson’sche 
Unstetigkeitsgleichung, sowie die andern oben entwickelten Be- 
ziehungen für das allgemeine erweiterte Newton’sche Potential 
beliebiger Ordnung herzuleiten sind, und ganz ähnliche Be- 
trachtungen lassen sich durchführen, wenn die anziehende 
Masse als nicht ruhend angenommen wird. 


8 21. 
Rückblick. 


Das kinetische Potential eines Problems in der Mechanik 
wägbarer Massen ist in Bezug auf die Ableitungen der von 
einander unabhängigen Coordinaten .vom zweiten Grade, und 
es kommen in demselben lineare Glieder in diesen Grössen 
nur dann vor, wenn die Bedingungsgleichungen die Zeit ex- 
plieite enthalten. Um die wirklich stattfindende Bewegung 
eines Theiles dieses Systems’ von dem andern abgesondert 
durch Kräfte bestimmter Art und Intensität zu beschreiben, 
wird man die Elimination derjenigen Öoordinaten und deren 
ersten und zweiten Ableitungen aus dem Differentialgleichung- 
systeme .zu bewerkstelligen haben, die aus dem Systeme aus- 
geschieden werden sollen, und untersuchen müssen, ob die in 
den zu. betrachtenden Coordinaten nunmehr sich ergebenden 
Differentialgleichungen von der zweiten oder einer höheren 
Ordnung wiederum ein kinetisches Potential erster oder höherer 
Ordnung besitzen. Da ein solcher Eliminationsprocess von 
Variabeln zwischen Differentialgleichungen aber im Allgemeinen 
auch die wiederholte Differentiation derienigen Differential- 
gleichungen erfordert, welche zu den Variabeln des neu formu- 
lirten Bewegungsproblems gehören, so werden, wie die oben 
durchgeführten Untersuchungen lehren, die Kräfte, deren Ein- 
wirkung auf einen beliebig herausgegriffenen, von dem übrigen 
abgesonderten Theil des Punktesystems dieselbe Bewegung: er- 
zeugen würde, wie sie in dem gesammten Systeme durch die 
der Mechanik wägbarer Massen angehörigen Kräfte veranlasst 
wird, im Allgemeinen Kräfte höherer Ordnung sein, oder die 
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Bewegung durch kinetische Potentiale von höherer Ordnung 
als der ersten beschrieben werden. Und dasselbe gilt, wenn 
man nicht von Problemen der Mechanik wägbarer Massen aus- 
geht, sondern von solchen, welchen allgemeine kinetische Po- 
tentiale erster Ordnung oder beliebig hoher Ordnung zu Grunde 
liegen, so dass die Frage nach der Bewegung der einzelnen 
Theile eines Systemes, wenn dieselbe durch Kräfte höherer 
Ordnung hervorgebracht genau dieselbe sein soll, als wenn 
diese Theile dem vorgelegten Systeme angehören, auf welches 
Kräfte irgend welcher Ordnung einwirken, auf die Unter- 
suchung der kinetischen Potentiale höherer Ordnung führt, 
welche wiederum den erweiterten Prineipien der Mechanik ihre 
Entstehung geben. Alle diese Untersuchungen knüpften sich 
aber an den durch Differentiation der Bewegungsgleichungen 
vollzogenen Eliminationsprocess einer Anzahl von unabhängigen 
Coordinaten, und diese Differentiation lässt sich nicht um- 
gehen, so lange wir nicht bestimmte Eigenschaften der vor- 
gelegten Bewegungsgleichungen oder des dieselben bestimmen- 
den kinetischen Potentials voraussetzen, und deshalb waren 
oben die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Form des kinetischen Potentials erster Ordnung entwickelt, 
sowie der Weg zur Aufstellung eben dieser Bedingungen für 
kinetische Potentiale beliebiger Ordnung vorgezeichnet worden, 
wenn nur mit Hülfe algebraischer Eliminationsprocesse die 
wirklich stattfindende Bewegung eines aus weniger Punkten 
bestehenden Theilsystems als durch Einwirkung von Kräften 
derselben oder der nächst höheren Ordnung bewerkstelligt er- 
kannt werden kann. 

Für die Bewegungsprobleme in der Mechanik wägbarer 
Massen, bei welchen die Elimination einer Anzahl von Coordi- 
naten sich ohne Differentiationsprocesse erledigen lässt, ist 
zunächst aus den Untersuchungen des $ 15. ersichtlich, dass für 
den Fall, dass die linken Seiten einer Anzahl Lagrange’scher 
Gleichungen des Bewegungsproblems vollständige nach der Zeit 
° genommene Differentialquotienten sind oder dass — was damit 
zusammenfällt — das kinetische Potential von einer Anzahl 
15 | 


Koenigsberger, Principien d. Mechanik. 
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von Coordinaten unabhängig ist, die ersten Differentialquotienten 
der verborgenen ÖOoordinaten lineare Functionen der ersten Diffe- 
rentialquotienten derjenigen Öoordinaten sein werden, welche 
das reducirte Problem noch enthalten soll, und dass somit das 
neue kinetische Potential erster Ordnung wieder nur wie das 
vorgelegte, welches aber die actuelle und potentielle Energie 
getrennt besitzt, und für welches die Ableitungen der Coordi- 
naten nur in der ersteren vorkommen, die Ableitungen der 
nach Elimination der verborgenen Punkte übrig gebliebenen 
Coordinaten auch nur im zweiten Grade besitzt, worin jedoch 
im Allgemeinen auch Glieder erster Dimension eintreten werden, 
und eine Trennung der actuellen und potentiellen Energie nicht 
mehr unmittelbar ersichtlich ist. Daraus folgt aber, wie eine ein- 
fache Ueberlegung auf Grund der in den $$ 15., 16., 17. ausge- 
führten Untersuchungen zeigt, dass dieser Fall der verborgenen 
Bewegung nur auf kinetische Potentiale führt, welche die ersten 
Ableitungen der übrig gebliebenen Coordinaten in nicht höherem 
Grade als dem zweiten enthalten, und dass somit für den Fall 
der Existenz einer im oben angegebenen Sinne erweiterten 
Kräftefunetion für die Coordinaten des Theilsystems auch diese 
zur quadratisch in den Ableitungen dieser Grössen sein wird, 
und daher, wenn sie die Coordinaten der Punkte nur in der 
Form der gegenseitigen Entfernungen enthält, diese Kräfte- 
function eine ganze Function zweiten Grades in den ersten 
Ableitungen der Entfernungen sein muss, in deren Coefficienten 
die Entfernungen selbst beliebig eintreten dürfen — wie oben 
z. B. für das Weber’sche Gesetz gezeigt worden ist, welches 
sich durch das Newton’sche ersetzen liess, wenn noch ein 
dritter Punkt mit dem Systeme der beiden Punkte in be- 
stimmter Weise verknüpft wird, der dann nur durch seine 
Trägheit die Wirkung des Newton’schen Gesetzes so ab- 
ändert, dass für den Fall, dass der dritte Punkt verborgen 
bleibt, die Bewegung der beiden Systempunkte durch die 
Weber’sche Kräftefunction hervorgebracht erscheint. Dagegen 
lässt sich z. B., wie aus denselben oben aufgestellten Aus- 
drücken hervorgeht, leicht zeigen, dass die Bewegung eines 
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im widerstehenden Medium sich bewegenden Punktes, dessen 
Widerstand eine Function der Coordinaten und der Geschwindig- 
keit ist, sich nicht hervorbringen lässt durch Verknüpfung mit 
anderen wägbaren verborgenen Massen mit demselben und 
Einwirkung von Kräften, die nur von den Üoordinaten ab- 
hängen. 

Aber es war der oben bezeichnete Fall der verborgenen 
Bewegung auch in der Mechanik wägbarer Massen nicht der 
einzige, in welchem die Bewegung eines Theilsystems wiederum 
durch ein kinetisches Potential erster Ordnung, in welchem 
jedoch selbstverständlich die actuelle und potentielle Energie 
wieder nicht getrennt erscheinen werden, beschrieben werden 
kann. Für jedes Problem in der Mechanik wägbarer Massen, 
dessen kinetisches Potential also aus der lebendigen Kraft und 
der Kräftefunction besteht, ist für den Fall holonomer Be- 
dingungsgleichungen aus der Form derselben unmittelbar er- 
sichtlich, dass das kinetische Potential, in den freien oder un- 
abhängigen Coordinaten ausgedrückt, in den Ableitungen der 
letzteren von nicht höherem Grade als dem zweiten sein wird, 
aber von der Gestalt, dass, weil die Öoefficienten der Quadrate 
dieser Ableitungen aus der Summe der Quadrate der nach den 
freien Coordinaten genommenen partiellen Ableitungen der 
sämmtlichen Coordinaten des keinen Zwangsbedingungen unter- 
worfenen Systems bestehen, die Quadrate der ersten Ableitungen 
sämmtlicher unabhängigen Coordinaten mit wesentlich posi- 
tiven, nicht verschwindenden, im Allgemeinen von den Coordi- 
naten selbst abhängigen Üoefficienten- behaftet sind. In Folge 
dessen werden von den allein möglichen, für die allgemeinen 
kinetischen Potentiale erster Ordnung behandelten Fällen ver- 
borgener Bewegung, wie aus den dort gefundenen Formen des 
kinetischen Potentials hervorgeht, in der Mechanik wägbarer 
Massen nur die Fälle als solche verborgener Bewegung sich 
auffassen lassen, für welche entweder das kinetische Potential 
von einer Anzahl freier Öoordinaten oder auch eine Reihe 
Lagrange’scher Bewegungsgleichungen von einer Anzahl freier 


Coordinaten und deren ersten Ableitungen unabhängig ist. 
157 
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Aus den vorstehenden Betrachtungen scheint sich mir die 
Nothwendigkeit zu ergeben, nicht blos die allgemeinen kine- 
tischen Potentiale erster Ordnung, sondern auch die beliebig 
hoher Ordnung in die Mechanik einzuführen, die Erweiterung 
und Gültigkeit der in der Mechanik wägbarer Massen be- 
kannten Principien auch unter dieser allgemeinsten Voraus- 
setzung zu untersuchen und dieselben als mathematische Theo- 
reme viel allgemeinerer Natur hinzustellen. Zugleich sollte 
mit der Einführung des erweiterten Newton’schen Potentials 
und der Laplace-Poisson’schen Differentialgleichung gezeigt 
werden, dass sich auch in dieser erweiterten Mechanik natur- 
gemäss eine Potentialtheorie entwickeln lässt, und an einigen 
Bewegungsproblemen die Anwendbarkeit dieser Prineipien nach- 
gewiesen werden. 
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